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Минимизация многоуровневых представлений  
систем полностью определенных булевых функций  
с использованием разложений Шеннона  
и алгебраических представлений кофакторов1 
 

П. Н. Бибило, В. И. Романов  
 

Объединенный институт проблем информатики  
Национальной академии наук Беларуси,  
ул. Сурганова, 6, Минск, 220012, Беларусь 
E-mail: bibilo@newman.bas-net.by 
 

Аннотация. В системах проектирования цифровых СБИС (сверхбольших интегральных схем) графовый 
аппарат BDD (Binary Decision Diagram – бинарная диаграмма решений) применяется при верификации 
СБИС, а также при технологически независимой оптимизации, выполняемой как первый этап синтеза 
логических схем в различных технологических базисах. BDD представляет собой ациклический граф, 
задающий булеву функцию либо систему булевых функций. Каждой вершине этого графа соответствует 
полная или редуцированная формула разложения Шеннона. После получения BDD-представлений си-
стем булевых функций предлагается выполнять дополнительные логические оптимизации на основе 
описываемого в статье метода поиска алгебраических представлений кофакторов (подфункций разложе-
ния Шеннона) одного уровня BDD в виде дизъюнкции, конъюнкции либо суммы по модулю два под-
функций того же уровня либо нижних уровней BDD. Ориентированный граф BDD для системы функций 
строится на основе разложений Шеннона всех компонентных функций системы по одной и той же пере-
становке переменных. Метод позволяет уменьшать число литералов путем замены формул разложений 
Шеннона более простыми логическими формулами и сокращать число литералов в описании системы 
булевых функций. Число литералов в алгебраических многоуровневых представлениях систем пол-
ностью определенных булевых функций является основным критерием логической оптимизации при 
синтезе комбинационных схем из библиотечных логических элементов.   
 

Ключевые слова: система булевых функций, дизъюнктивная нормальная форма, Binary Decision 
Diagram, разложение Шеннона, синтез логической схемы,  СБИС 
 

Для цитирования. Бибило, П. Н. Минимизация многоуровневых представлений систем полностью опре-
деленных булевых функций с использованием разложений Шеннона и алгебраических представлений 
кофакторов / П. Н. Бибило, В. И. Романов // Информатика. – 2021. − Т. 18, № 2. – С. 7–32. 
https://doi.org/10.37661/1816-0301-2021-18-2-7-32 
 

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов. 

 
Поступила в редакцию | Received 25.01.2021 

Подписана в печать | Accepted 21.04.2021 
Опубликована | Published 26.06.2021 

                                                           
© Бибило П. Н., Романов В. И., 2021 
 

https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.37661/1816-0301-2021-18-2-7-32&domain=pdf&date_stamp=2021-06-26
mailto:bibilo@newman.bas-net.by
https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.37661/1816-0301-2021-18-2-7-32&domain=pdf&date_stamp=2021-06-26�


ИНФОРМАТИКА ▪ INFORMATICS 
8                                                                                                                      ТОМ ▪ VOL. 18     2|2021     С. ▪ P. 7–32 

 
Minimization of binary decision diagrams for systems  
of completely defined Boolean functions using Shannon    
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Abstract. In the systems of digital VLSI design (Very Large Integrated Circuits), the BDD (Binary Decision      
Diagram) is used for VLSI verification, as well as for technologically independent optimization as the first stage 
in the synthesis of logic circuits in various technological bases. The BDD is an acyclic graph defining a Boolean 
function or a system of Boolean functions. Each vertex of this graph corresponds to the complete or reduced 
Shannon expansion formula. When BDD representation for systems of Boolean functions is constructed, it is 
possible to perform additional logical optimization based on the proposed method of searching for algebraic     
representations of cofactors (subfunctions) of the same BDD level in the form of a disjunction, conjunction    
either exclusive-or of cofactors of the same level or lower levels of BDD. A directed BDD graph for a system of 
functions is constructed on the basis of Shannon expansion of all component functions of the system by the same 
permutation of variables. The method allows to reduce the number of literals by replacing the Shannon                
expansion formulas with simpler formulas that are disjunctions or conjunctions of cofactors, and to reduce the 
number of literals in specifying a system of Boolean functions. The number of literals in algebraic multilevel 
representations of systems of fully defined Boolean functions is the main optimization criterion in the synthesis 
of combinational circuits from librarian logic elements. 
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Введение. Минимизация различных форм представления систем булевых функций выпол-

няется в качестве начального этапа синтеза многовыходных комбинационных схем. Оптимиза-
ция двухуровневых (И-ИЛИ) представлений систем булевых функций сводится к различным 
способам совместной либо раздельной минимизации функций в классе ДНФ (дизъюнктивных 
нормальных форм) [1] и эффективно применяется при синтезе схем программируемых логиче-
ских матриц [2]. Минимизация многоуровневых представлений обычно выполняется как этап 
технологически независимой оптимизации при синтезе схем из библиотечных логических эле-
ментов [3] и структур FPGA (Field-Programmable Gate Array – программируемая пользователем 
вентильная матрица). При синтезе логических схем в составе FPGA также используются биб-
лиотеки параметризованных логических элементов, состоящие из сотен логических ячеек 
с различным числом входов, триггеров, мультиплексоров и универсальных логических элемен-
тов, настраиваемых на реализацию булевых функций от ограниченного числа k = 4, 6 перемен-
ных [4]. Развитие методов многоуровневой оптимизации началось с алгебраической фактори-
зации – выделения общих частей в алгебраических представлениях функций [5–9]. Такие пред-
ставления часто задавались в виде булевых сетей. В булевых сетях (графах) используются 
функциональные описания вершин (узлов), узлы при покрытии (технологическом отображении – 
втором этапе синтеза логической схемы) объединяются в подсхемы, а каждая подсхема реали-
зуется одним библиотечным логическим элементом. Методы факторизации были реализованы 
в промышленных программах [5, 7] автоматизации проектирования логических схем в различ-
ных библиотеках. Нахождение многоуровневых представлений осуществляется на основе ре-

mailto:bibilo@newman.bas-net.by
https://en.wikipedia.org/wiki/Exclusive_or
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шения различных задач декомпозиции (разложения) систем функций [10–14]. Среди многочис-
ленных видов функциональных разложений и соответствующих им форм представлений си-
стем функций, пожалуй, наиболее эффективными для технологически независимой оптимиза-
ции оказались многоуровневые представления систем функций на основе разложения Шенно-
на, называемые в литературе BDD-представлениями [15–21]. Широкое применение BDD – ори-
ентированных графов, задающих формулы разложений Шеннона, основывается на компактно-
сти графов и эффективности вычислительных процедур над такими графами [20]. Эффектив-
ность вычислений обусловлена тем обстоятельством, что BDD-представления булевых функ-
ций соответствуют ортогонализованным формам задания и исходных функций, и всех под-
функций (кофакторов) разложений Шеннона.  

В настоящей статье предлагается использовать алгебраические представления кофакто-
ров BDD в виде дизъюнкции, конъюнкции либо исключающего ИЛИ (суммы по модулю два) 
других кофакторов той же BDD. При этом применяется инверсирование кофакторов и учиты-
вается сложность самих кофакторов, участвующих в алгебраических представлениях. Предло-
женный в статье метод основывается на вычислениях и сравнениях функций кофакторов и поз-
воляет улучшать результаты логической минимизации по числу литералов булевых перемен-
ных – основному критерию технологически независимой оптимизации [3] при синтезе комби-
национных схем из библиотечных логических элементов. Уменьшение сложности многоуров-
невых представлений систем функций приводит к меньшим по площади кристаллам заказных 
цифровых СБИС и цифровых логических блоков, размещаемых в составе FPGA.  

Основные определения. Булевыми называются двоичные (0, 1) функции 
( )1 2( ) , , ..., nf f x x x=x  двоичных (булевых) переменных 1x , 2x , …, nx , литералом булевой 

переменной – переменная ix  либо ее инверсия ix . Пусть xV  – булево пространство, построен-
ное над переменными булева вектора 1 2( , , ..., )nx x x=x . Элементами этого пространства явля-
ются n-компонентные наборы (векторы) *x  нулей и единиц. Булева функция, значения 0, 1 ко-
торой определены на всех элементах *x  ∈  ,xV  называется полностью определенной булевой 
функцией. Полностью определенная булева функция (далее – булева функция) принимает еди-
ничное значение на элементах *x

 
подмножества 1

fM  булева пространства xV  и нулевое зна-

чение на элементах подмножества 0
fM . Очевидно, что 1 0

f fM M∩ =∅ , x 0 1
f fV M M= ∪ . Булевы 

функции 1( )f x  и 2 ( )f x  равны, если и только если 
1 2

1 1
f fM M= , 

1 2

0 0
f fM M= . Будем называть бу-

левы функции 1( )f x  и 2 ( )f x  взаимно инверсными ( 12 ff = , 21 ff = ), если и только если 

1 2

1 0
f fM M= , 

1 2

0 1
f fM M= . Будем говорить, что рассматривается инверсная форма булевой функ-

ции f , если рассматривается инверсия f  этой функции, и прямая форма функции f , если 
речь идет о f . Под векторной булевой функцией )(xf  будем понимать упорядоченную систе-
му булевых функций )(xf = ( 1( )f x , …, ( )mf x ), значениями векторных функций на элемен-
тах *x  булева пространства являются m-компонентные двоичные векторы *( )f x . 

Разложением Шеннона полностью определенной булевой функции ( )f f= x , 

1 2( , , ..., )nx x x=x , по переменной ix  называется представление  
 

            ( )f f= x = 0 1 1 1 1 1 1 1( , ..., , 0, , ..., ) ( , ..., , 1, , ..., )i i i n i i i nx f x x x x x f x x x x− + − +∨ .                  (1) 
 
Функции 0f = 0 1 1 1( , ..., , 0, , ..., )i i nf x x x x− + , 1f = 1 1 1 1( , ..., ,1, , ..., )i i nf x x x x− +  называются ко-

факторами (cofactors) разложения по переменной ix  либо подфункциями. Они получаются из 
функции  f = 1( , ..., )nf x x   подстановкой  вместо переменной ix  констант 0 и 1. Каждая из под- 
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функций 0f  и 1f  может быть разложена по одной из переменных из множества 1, ...,x  
{ 1 1 1, ..., , , ...,i i nx x x x− + }. Процесс разложения подфункций заканчивается, когда все n  перемен-
ных будут использованы для разложения либо когда все подфункции выродятся до констант 0, 1. 
На каждом шаге разложения выполняется сравнение на равенство полученных подфункций 
и оставляется одна из нескольких попарно равных подфункций.  

Под BDD-представлением полностью определенной векторной булевой функции            
)(xf = ( 1( )f x , …, ( ))mf x  понимается ациклический ориентированный граф, задающий 

последовательные разложения Шеннона всех компонентных функций ( )if x , i = 1, …, m, по 
всем ее переменным 1x , 2x , …, nx  при одном и том же заданном порядке (перестановке) 
переменных, по которым проводятся разложения [21]. Для упрощения графа листовые 
вершины 0, 1 обычно дублируются, а ориентация дуг на изображениях графов BDD не 
показывается, так как всегда принимается, что дуги ориентированы сверху вниз.  

Наиболее близкими к графам BDD для векторных функций являются широко известные 
в литературе сокращенные упорядоченные BDD (англ. Reduced Ordered BDD, ROBDD) для од-
ной полностью определенной  булевой функции, в которых каждой функциональной вершине 
соответствует одна функция (подфункция разложения Шеннона), при этом функциональные 
вершины лишь подразумеваются (отождествляются с вершинами-переменными). Подробное 
описание OBDD (упорядоченных BDD) дано в работах [18, 19], ROBDD – в [20]. Далее под 
BDD будут пониматься ROBDD для систем функций (векторных функций) [21, с. 40]. BDD век-
торных функций иногда называются в литературе совместными BDD. Будем изображать на 
рисунках графы BDD, которые содержат функциональные вершины, соответствующие разла-
гаемым функциям, вершины-переменные и листовые вершины, соответствующие констан-
там 0, 1 [21, с. 16]. BDD-представлению соответствуют формулы разложения Шеннона, каж-
дой функциональной вершине – своя полная либо сокращенная формула разложения Шенно-
на. Функциональные вершины обычно показываются на рисунках для удобства изложения 
методов минимизации BDD и иллюстрации зависимостей переменных в формулах разложе-
ний Шеннона. Рисунки классических BDD не содержат функциональных вершин. BDD наш-
ли очень широкое применение не только при проектировании логических схем, но и в ин-
форматике в целом [20].   

Пример BDD-представления векторной булевой функции. Рассмотрим векторную булеву 
функцию, задаваемую системой ДНФ (табл. 1). Эта функция может быть представлена BDD 
(рис. 1), построенной по перестановке переменных  < 1x , 2x , 5x , 3x , 4x >. Функциональным 
вершинам такой BDD соответствуют следующие формулы разложения Шеннона: 

 
1f = 1 1 1 2x h x h∨ ; 2f = 3121 hxhx ∨ ; 3f = 5141 hxhx ∨ ; 4f = 6141 hxhx ∨ ; 5f = 7161 hxhx ∨ ;  

1h = 3212 txtx ∨ ; 2h = 8222 txtx ∨ ; 3h = 6252 txtx ∨ ; 4h = 7262 txtx ∨ ; 5h = 10262 txtx ∨ ;  

6h = 9242 txtx ∨ ; 7h = 102112 txtx ∨ ; 1t = 165155 txtx ∨ ; 2t = 12545 txxx ∨ ; 3t = 145135 txtx ∨ ;           (2) 

4t = 45125 xxtx ∨ ; 5t = 45135 xxtx ∨ ; 6t = 5 3 5 14x x x t∨ ; 7t = 5 4 5 4x x x x∨ ; 8t = 5 4 5 3x x x x∨ ;  

9t = 5 13x t ; 10t = 155175 txtx ∨ ; 11t = 3545 xxxx ∨ ; 12t = 43xx ;  13t = 433 xxx ∨ ;  

14t = 3 4 3x x x∨ ; 15t = 343 xxx ∨ ; 16t = 433 xxx ∨ ;   17t = 43xx .   

 
Корневыми вершинами BDD (рис. 1) являются 1f , ..., 5f , листовыми – 0, 1. На первом 

уровне BDD располагаются два неконстантных кофактора 4x , 4x  и два кофактора, равные кон-
стантам 0, 1; на втором уровне – кофакторы 12t , ..., 17t , 3x , 3x  и константа ноль; на третьем 
уровне – кофакторы 1t , ..., 11t ; на четвертом – кофакторы 1h , ..., 7h . Многоуровневое описа-
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ние (2) содержит 106 литералов булевых переменных. Уравнения кофакторов могут содержать 
различное число литералов. В частности, кофактор 1t  содержит четыре литерала, 15t  – три, 17t  – 
два литерала. Если перейти к алгебраическому символьному заданию системы ДНФ, то можно 
получить число (162) литералов в системе ДНФ, заданной в табл. 1. При этом каждый троич-
ный вектор в левой части таблицы задает элементарную конъюнкцию переменных 1x , ..., 5x , 
а единицы в правой части табл. 1 отмечают вхождения элементарных конъюнкций в ДНФ ком-
понентных функций 1f , ..., 5f .  Например, последнему троичному вектору (1110–) соответству-
ет элементарная конъюнкция 1 2 3 4x x x x , входящая в ДНФ функций 3f  и 5f . Эта конъюнкция вне-
сет восемь литералов в их общее число при оценке сложности системы ДНФ по числу лите-
ралов.  

 
                              Таблица 1 

Матричное представление системы  
ДНФ векторной функции 

1x 2x 3x 4x 5x  1f 2f 3f 4f 5f  
1--00 
110-1 
-0011 
010-0 
0111- 
011-1 
0001- 
000-1 
0010- 
001-0 
-100- 
0--00 
010-1 
0-011 
1--01 
110-0 
111-1 
1000- 
1-1-1 
-1-10 
-0-01 
-0010 
0000- 
001-1 
0--01 
01-10 
00-01 
10-10 
1011- 
11-11 
1110- 

10000 
10000 
10000 
10001 
10000 
10000 
10000 
10000 
10000 
10000 
10000 
01000 
01000 
01000 
01000 
01010 
01000 
01100 
00101 
00010 
00010 
00111 
00110 
00110 
00110 
00101 
00001 
01000 
00001 
00101 
00101 

 

  
 

Рис. 1. BDD для векторной булевой функции (табл. 1)  

 
Метод минимизации многоуровневого представления векторной булевой функции. Ис-

ходными данными для предлагаемого метода являются граф BDD, представляющий исходную 
векторную полностью определенную булеву функцию, и логические уравнения (формулы раз-
ложения Шеннона), соответствующие функциональным вершинам BDD и задающие много-
уровневое описание компонентных функций. Данные уравнения легко могут быть записаны по 
графу BDD. 

Предлагаемый метод включает этапы, выполняемые для кофакторов каждого уровня BDD, 
за исключением корневого, листового и первого. На первом уровне BDD располагаются ко-
факторы, получаемые в результате разложения по последней переменной в заданной переста-
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новке переменных, по которым ведется разложение Шеннона. Кофакторы первого уровня 
BDD зависят от одной переменной, кофакторы второго уровня – не более чем от двух пере-
менных и т. д.  

В методе уровни BDD рассматриваются сверху вниз, т. е. начиная от кофакторов, получае-
мых при разложении по первой переменной, и заканчивая кофакторами второго уровня BDD. 
Метод ориентирован на замену наибольшего числа формул разложения Шеннона формулами           
дизъюнкции, конъюнкции либо суммы по модулю два, что позволяет сокращать общее число 
литералов в многоуровневом задании векторной булевой функции. Для рассматриваемого 
уровня BDD решается задача нахождения наибольшего числа кофакторов, которые представи-
мы в алгебраическом виде с использованием других кофакторов данного уровня. Для этого 
осуществляется переход на функциональный уровень представления кофакторов. С целью со-
кращения общего числа литералов в искомом многоуровневом представлении исходной систе-
мы булевых функций выбирается форма (прямая либо инверсная) реализации кофакторов и но-
вая перестановка переменных, по которой строится граф BDD для кофакторов, не представлен-
ных в виде двухоперандных логических выражений (уравнений). Для рассматриваемого уровня 
BDD выполняются следующие восемь этапов.  

Этап 1. Получение функций кофакторов, зависящих от входных переменных. Нахожде-
ние взаимно инверсных кофакторов. Выбирается форма представления кофакторов рассмат-
риваемого уровня BDD (таблица истинности; пара ДНФ, задающая области определения ко-
фактора) и находятся кофакторы как в прямой, так и инверсной форме. Находятся пары взаим-
но инверсных кофакторов.  

Этап 2. Выбор формы реализации кофакторов. Для каждого кофактора осуществляется 
выбор, в какой форме (прямой либо инверсной) его реализовать в BDD (задача 1). Строится 
новый подграф нижних уровней BDD для системы кофакторов по новой перестановке пере-
менных, если найдены пары взаимно инверсных кофакторов.  

Этап 3. Нахождение всех вариантов алгебраических представлений кофакторов с ис-
пользованием их инверсий. Находится множество уравнений, задающих всевозможные алгеб-
раические представления кофакторов, т. е. кофакторы данного уровня, содержащие более двух 
литералов, выражаются в виде дизъюнкции, конъюнкции либо суммы по модулю два других 
кофакторов этого же уровня BDD. Кофакторы, которые могут быть выражены в виде уравне-
ния, называются представимыми. При составлении уравнений для представимых кофакторов 
используются прямые и инверсные формы кофакторов, участвующих в уравнениях. 

Этап 4. Нахождение множества реализуемых кофакторов. Из множества представимых 
кофакторов выделяется максимальное по мощности множество реализуемых кофакторов. 
Для этого из множества всех уравнений алгебраического представления одного и того же ко-
фактора выбирается одно уравнение либо оно вообще не выбирается. Чтобы решить проблему 
выбора, строится ориентированный граф G зависимости кофакторов и выполняется редукция 
циклического графа G к ациклическому  подграфу, если граф G  не является ациклическим (за-
дача 2). Решение задачи 2 позволяет выбрать из множества всех уравнений реализуемые урав-
нения, которые будут записаны позже в результирующее оптимизированное многоуровневое 
представление исходной векторной функции. По оптимизированному представлению 
в дальнейшем проектировании осуществляется синтез логической схемы в той или иной техно-
логической (целевой) библиотеке.  

Этап 5. Построение BDD для кофакторов, которые не являются реализуемыми. 
Для нереализуемых кофакторов строится подграф BDD по новой перестановке переменных 
рассматриваемого уровня BDD. Новая перестановка переменных ориентирована на уменьше-
ние числа вершин BDD и, следовательно, числа формул разложения Шеннона, соответствую-
щих нереализуемым кофакторам.   

Этап 6. Составление уравнений для нереализуемых кофакторов с использованием ко-
факторов нижнего уровня BDD. Данный этап выполняется для BDD, построенной на этапе 5, 
с целью увеличения числа реализуемых кофакторов, т. е. числа алгебраических уравнений, по-
лученных на этапе 4. Составляются уравнения для нереализованных кофакторов рассматривае-
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мого уровня BDD c использованием кофакторов нижнего уровня. Для этого множество пере-
менных каждого кофактора нижнего уровня расширяется – добавляется несущественная пере-
менная, по которой проводилось разложение Шеннона на рассматриваемом уровне BDD.  

Этап 7. Расширение ациклического подграфа по новым уравнениям. Если на этапе 6 по-
лучено большое число (более 100) уравнений, то выполняется последовательная проверка на 
отсутствие циклов поочередно добавляемых в граф вершины и пары дуг, соответствующих од-
ному уравнению. Если цикл не образуется, то это означает, что кофактор, находящийся в левой 
части добавляемого уравнения, является реализуемым. Если на этапе 6 получено небольшое 
число (менее 100) уравнений, то по ним в ациклический подграф, полученный на этапе 4, до-
бавляются все соответствующие вершины и дуги и решается задача 2, т. е. осуществляется ре-
дукция расширенного подграфа к результирующему ациклическому подграфу, по которому 
определяется результирующее множество реализуемых кофакторов.  

Этап 8. Корректировка многоуровневого BDD-представления векторной функции. Ис-
ходное множество формул разложений Шеннона, задающих BDD-представление (т. е. век-
торную булеву функцию), корректируется: формулы разложения Шеннона реализуемых кофак-
торов заменяются новыми формулами дизъюнкции, конъюнкции либо суммы по модулю два. 
Используются операции инверсии для записи формул одного из кофакторов, составляющих 
пару взаимно инверсных кофакторов. Здесь следует отметить, что алгоритмы, реализующие 
предлагаемый метод, могут начинать работу с произвольно выбранного уровня BDD. 

Проиллюстрируем на примере BDD (см. рис. 1) предложенный метод, начиная с третьего 
уровня BDD, кофакторы 1t , ..., 11t  которого зависят от трех переменных 3x , 4x , 5x . 

Нахождение алгебраических представлений кофакторов на третьем уровне BDD осу-
ществляется в восемь этапов.  

Этап 1. Получение прямой и инверсной формы представления кофакторов. Нахожде-
ние взаимно инверсных кофакторов. Из BDD можно получить области определения как ис-
ходных функций, так и любого из кофакторов в виде ортогонализованных ДНФ (см. подробное 
описание в работе [21]). В ортогонализованной ДНФ каждая пара элементарных конъюнкций 
является ортогональной (их произведение равно нулю). Каждому пути из корневой верши-
ны BDD, помеченной функцией jf , к листовой вершине 1 соответствует элементарная               

конъюнкция, включающая дуги (литералы) ,  i ix x  на данном пути. При этом дуге, помеченной 
символом 0, соответствует отрицательный литерал ix ; дуге, помеченной символом 1, – поло-
жительный литерал ix , а всем путям между указанными вершинами – дизъюнкция получае-
мых элементарных конъюнкций, образующая ортогонализованную ДНФ 1 .

jfD  Пути из корне-

вой вершины jf  к листовой вершине 0 задают ортогонализованную ДНФ 0 .
jfD  При построе-

нии ДНФ, описывающих области определения кофактора, вместо корневой вершины BDD 
рассматривается функциональная вершина данного кофактора. Например, области нулевых 
и единичных значений кофакторов 8t , 11t , полученные из графа BDD на рис. 1, задаются ор-

тогонализованными ДНФ 
8

0
4 5 3 5tD x x x x= ∨ , 

8

1
4 5 3 5tD x x x x= ∨ , 

8 11

0 1
t tD D= , 01

118 tt DD = . Матричные фор-
мы данных ДНФ заданы в табл. 2. Видно, что кофакторы  являются взаимно инверсными: 

8 11t t= , 11 8t t= .  
В общем случае проверка равенства it = jt  сводится к проверке одновременного выполнения 

двух условий: 0 0 0,
i jt tD D =

 
1 1 0.
i jt tD D =  Алгоритмы перемножения и инверсирования матричных 

форм ДНФ описаны в работе [22 с. 34], структуры данных – в [23]. В работе [24] приведены 
алгоритмы и примеры перехода от ДНФ к полиномам Жегалкина, для которых легко выполня-
ются логические операции инверсирования и перемножения булевых функций. Проверка усло-
вий 0 0 0,

i jt tD D =
 

011 =
ji tt DD  может быть также сведена к задаче «выполнимость» [25, 26], если 
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перевести ДНФ в конъюнктивную нормальную форму. Переход от задания булевой функции it      
парой ДНФ 0

it
D , 1

it
D  к заданию функции в виде таблицы истинности не вызывает затруд-

нений [21].  
 

Таблица 2 

Задание областей значений кофакторов 8t , 11t  в виде ДНФ 
 

Кофактор 3x 4x 5x  Значение ДНФ Область 
значений 

 
8t  

-10 
1-1 

0 
0 

0
8tD  0

8tM  

-00 
0-1 

1 
1 

1
8tD  1

8tM  

 
11t  

-00 
0-1 

0 
0 

0
11tD  0

11tM  

-10 
1-1 

1 
1 

1
11tD  1

11tM  

 
Этап 2. Выбор формы реализации кофакторов. Введем в рассмотрение k-компонентный 

булев вектор 1( , ..., )kα = α α , называемый далее вектором поляризации для кофакторов (функ-
ций) 1, ..., kt t . Обозначим iα = 1, если рассматривается кофактор it , и iα = 0, если берется ин-
версия it  кофактора it .  

Задача 1. Для кофакторов 1, ..., kt t  требуется найти вектор поляризации 1( , ..., ),kα = α α  для 
которого значение оценки сложности BDD, построенной по общей для всех кофакторов пере-
становке переменных, будет минимально.  

В качестве оценки сложности BDD в большинстве научных работ рассматривается число 
вершин графа BDD. Однако уравнения разложения Шеннона, соответствующие верши-
нам BDD, могут содержать различное число литералов. Поэтому в настоящем исследовании 
целесообразно в качестве оценок сложности BDD (и других алгебраических представлений) 
использовать критерий «число литералов» в уравнениях, соответствующих BDD. Решение за-
дачи 1 представляет особый интерес и в данной работе не рассматривается. Далее для демон-
страции предлагаемого метода некоторые кофакторы при реализации выбраны в инверсной 
форме, что привело к получению новой перестановки < 1x , 2x , 4x , 5x , 3x > переменных (рис. 2) 
при реализации кофакторов третьего уровня BDD и некоторому сокращению числа литералов. 
Многоуровневое представление (3) содержит 98 литералов булевых переменных: 

 
1f = 2111 hxhx ∨ ; 2f = 3121 hxhx ∨ ; 3f = 5141 hxhx ∨ ; 4f = 6141 hxhx ∨ ; 5f = 7161 hxhx ∨ ; 1h = 3212 gxgx ∨ ;  

 
2h = 8222 gxgx ∨ ; 3h = 6252 gxgx ∨ ; 4h = 7262 gxgx ∨ ; 5h = 10262 gxgx ∨ ; 6h = 9242 gxgx ∨ ; 

 
7h = 10282 gxgx ∨ ; 1g = 3424 sxsx ∨ ;  2g = 1454 sxxx ∨ ; 3g = 1404 sxsx ∨ ; 4g = 2454 sxxx ∨ ;         (3) 

 
5g = 5404 xxsx ∨ ; 6g = 6454 sxsx ∨ ; 7g = 5454 xxxx ∨ ;  8g = 4434 sxsx ∨ ;  9g = 5424 xxsx ∨ ; 

 
10g = 5434 xxxx ∨ ; 0s = 35xx ; 1s = 35xx ; 2s = 35xx ; 3s = 35xx ; 4s = 355 xxx ∨ ; 5s = 535 xxx ∨ ; 

 
6s = 3535 xxxx ∨ . 
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Рис. 2. Результат выполнения этапа 2 – реализация  
инверсных форм кофакторов  1t , 3t , 5t , 7t , 8t    

 
Этап 3. Нахождение всех вариантов алгебраических представлений кофакторов с ис-

пользованием их инверсий. Для получения уравнений, задающих алгебраические представле-
ния кофакторов, будем использовать обобщенно ортогонализованные формы векторных буле-
вых функций. Нахождение обобщенно ортогонализованной формы для векторной булевой 
функции )(xf = ( 1( )f x , …, ( )mf x ) сводится к задаче нахождения ее минимального дизъюнк-
тивного базиса. Зададим каждую компонентную булеву функцию ( )if x  двумя полностью 
определенными булевыми функциями 0 ( )iλ x , 1( )iλ x , такими, что функция 0 ( )iλ x  имеет ха-

рактеристическое множество 0
if

M , а функция 1( )iλ x  – характеристическое множество 1
if

M . 
Минимальным дизъюнктивным базисом для )(xf = ( 1( )f x , …, ( )mf x ) называется минималь-
ная по мощности система попарно ортогональных полностью определенных булевых функций 
П ={ 1П ( ), ..., П ( )kx x }, такая, что каждая полностью определенная функция 1( )iλ x , 0 ( )iλ x  
равна дизъюнкции некоторого подмножества функций системы П . Полностью определенная 
булева функция ( )if x  задает двухблочное разбиение iR ={ 0

ifM , 1
if

M } булева пространства xV  
на непересекающиеся подмножества. Нахождение для )(xf = ( 1( )f x , …, ( )mf x ) минимального 
дизъюнктивного базиса (в теоретико-множественной интерпретации) может быть сведено 
к нахождению произведения разбиений iR , i = 1,…, m, и составлению из непустых блоков по-

лученного произведения разбиений каждого из исходных блоков 0
if

M , 1
if

M  [27, с. 12]. Пусть 

каждая компонентная функция if  задана парой попарно ортогональных ДНФ 0
if

D , 1
if

D , данные 
ДНФ представляют функции 0 ( )iλ x , 1( )iλ x  соответственно. В этом случае нахождение мини-
мального дизъюнктивного базиса П  может быть сведено к выполнению операций перемноже-
ния, инверсирования и сравнения на равенство ДНФ (алгоритм приведен в работе [28, с. 124]). 

Опишем алгоритм получения уравнений (алгебраических представлений) для кофакторов 
одного уровня BDD. Рассмотрим кофакторы 1g , ..., 10g  третьего уровня BDD (рис. 2). 
Для каждой неупорядоченной пары ig , jg , где i, j = 1, …, 10, i ≠ j, построим обобщенно 
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ортогонализованную форму, затем для каждой из функций pg , p = 1, …, 10, p ≠ i, p ≠ j, будет 
проверяться выполнение равенств  

    ,p i jg g g= ∨                                                                  (4) 

    & ,p i jg g g=                                                                  (5) 

    .p i jg g g= ⊕                                                                  (6) 
 

При этом каждый из кофакторов рассматривается как в прямой, так и инверсной форме. 
Например, для дизъюнкции проверяется выполнение равенств   

 

jip ggg ∨= ,  jip ggg ∨= , jip ggg ∨= , jip ggg ∨= , 

jip ggg ∨= , jip ggg ∨= , jip ggg ∨= , jip ggg ∨= . 
 
Подобные равенства проверяются для конъюнкции и суммы по модулю два. Если равенство 

выполняется, то оно записывается в виде уравнения. Легко понять, что согласно законам 
булевой алгебры будут появляться двойственные уравнения. Например, если выполняется 
равенство jip ggg ∨= , то обязательно будет записано двойственное равенство jip g&gg =  

и т. д. Если выполняется равенство ,p i jg g g= ⊕
 то при таких проверках будут получены еще 

три двойственных равенства: jip ggg ⊕= , jip ggg ⊕= , jip ggg ⊕= . Для проведения 
проверок выполнения всех перечисленных равенств по обобщенно ортогонализованной форме 
векторной функции ,i jg = ( ig , jg ) строится обобщенно ортогонализованная форма векторной 

функции g = ( pg , ig , jg ), по которой легко проверяется выполнение данных равенств. 
Приведем пример: по BDD на рис. 2 выпишем элементарные конъюнкции, которые задают в виде 
ДНФ области нулевых и единичных значений кофакторов 1g , 7g , 6g , 8g . Соответствующие 
ДНФ приведены в табл. 3.  

Таблица 3 

Задание областей значений кофакторов 1g , 7g , 6g , 8g  в виде ДНФ 
 

Компонентная 
функция 3x 4x 5x  Значение ДНФ Область 

значений 
Функция 

λ  

1g  

-01 
-10 
011 
100 

0 
0 
0 
0 

0
1gD
 

0
1gM  0

1λ
 

000 
111 

1 
1 

1
1gD
 

1
1gM  1

1λ
 

7g  

-01 
-10 

0 
0 

0
7gD
 

0
7gM  0

7λ
 

-00 
-11 

1 
1 

1
7gD
 

1
7gM  1

7λ
 

6g  

100 
011 
110 

0 
0 
0 

0
6gD
 

0
6gM  0

6λ
 

000 
-01 
111 
010 

1 
1 
1 
1 

1
6gD

 
1

6gM  1
6λ
 

8g  

-00 
010 
011 

0 
0 
0 

0
8gD
 

0
8gM

 
0
8λ  

101 
-10 
111 

1 
1 
1 

1
8gD
 

1
8gM

 
1
8λ  
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ДНФ Пi  минимального дизъюнктивного базиса для векторной функции 7,6g = ( 7g , 6g ) 

приведены в табл. 4. Представим ДНФ, задающие области нулевых и единичных значений 
кофакторов 7g , 6g , в виде дизъюнкций ДНФ минимального дизъюнктивного базиса: 

7

0
2 3П ПgD = ∨ , 

7

1
1 4П ПgD = ∨ , 

6

0
3 4П ПgD = ∨ , 

6

1
1 2П ПgD = ∨ . 

Обобщенно ортогонализованные формы векторных функций 7,6g  = ( 7g , 6g ) и g  =( 1g , 7g , 6g ) 
даны в табл. 5 и 6 соответственно. Кофактор 1g  может быть выражен на тех же четырех 
ДНФ Пi : 

1

0
2 3 4П П ПgD = ∨ ∨ ; 

1

1
1ПgD = . Функция 1g  может быть выражена как конъюнкция 

функций 7g , 6g , если рассматривать логическую операцию & над соответствующими значени-
ями функций 7g , 6g  из табл. 5, т. е. 671 g&gg = . По табл. 6 легко проверить, что  

678 ggg ∨≠ , 678 ggg ⊕≠ .     
 

Таблица 4 
Минимальный дизъюнктивный  
базис для векторной функции        

g = ( 7g , 6 )g  
 

Пi  3x 4x 5x  

1П  0 0 0 
1 1 1 

2П  
0 0 1 
0 1 0 
1 0 1 

3П  1 1 0 

4П  
0 1 1 
1 0 0 

 

Таблица 5 
Обобщенно ортогонализованная 

форма векторной функции              
g = ( 7g , 6 )g  

 

Пi  7g  6g  
1П  1 1 

2П  0 1 

3П  0 0 

4П  1 0 

 
 
 

Таблица 6   
Обобщенно ортогонализованная 

форма векторной  функции  
g = ( 1g , 7g , 6 )g  

 

Пi  1g  7g  6g  
1П  1 1 1 

2П  0 0 1 

3П  0 0 0 

4П  0 1 0 

Если же рассматривать кофактор 8g , то для проверки равенств  

    678 ggg ∨= ,                                                                  (7) 

    678 g&gg = ,                                                                  (8) 

    678 ggg ⊕=                                                                    (9) 

построим обобщенно ортогонализованную форму векторной функции g = 8( ,g 7 ,g 6 ),g  пере-

множая ДНФ Пi  (табл. 4) с ДНФ 0
8gD , 1

8gD  (табл. 3). Тогда в результате построения минималь-
ного дизъюнктивного базиса для g = 8( ,g  7 ,g  6 )g  выяснится, что 1П = 1 2P P∨ , 2 3 4П P P= ∨ , 

3 5П P= , 4 6П P= , где iP  даны в табл. 7. В результате получается обобщенно ортогонализованная 
форма векторной функции g = 8( ,g  7 ,g  6 )g  (табл. 8), которой соответствуют формулы 

543
0

7
PPPDg ∨∨= , 621

1
7

PPPDg ∨∨= , 65
0

6
PPDg ∨= , 4321

1
6

PPPPDg ∨∨∨= , 631
0

8
PPPDg ∨∨= , 

542
1

8
PPPDg ∨∨= . По табл. 8 легко проверить, что кофактор 8g  не может быть представлен 

формулами (7)–(9), т. е. 678 ggg ∨≠ , 678 g&gg ≠ , 678 ggg ⊕≠ . Использование инверсий 
кофакторов 8g , 7g , 6g  также не приводит к получению алгебраических представлений кофак-
тора 8g . Такой вывод можно сделать, если представить каждую ДНФ iP , i = 1, …, 6, минималь-
ного дизъюнктивного базиса в виде совершенной ДНФ, а затем перейти к таблицам истинности 
кофакторов 8g , 7g , 6g .  
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Таблица 7 

Минимальный дизъюнктивный  
базис для векторной функции   

g = ( 8g , 7g , 6g ) 

iP  3x 4x 5x  

1P  0 0 0 

2P  1 1 1 

3P  0 0 1 

4P  0 1 0 
1 0 1 

5P  
1 1 0 

6P  
0 1 1 
1 0 0 

Таблица 8 
Обобщенно ортогонализованная  

форма векторной функции  
g = ( 8g , 7g , 6g ) 

 

 

 
Обобщенно ортогонализованная форма – это компактная форма задания таблицы истинно-

сти полностью определенной векторной булевой функции. Компактность может быть обеспе-
чена за счет представления ДНФ минимального дизъюнктивного базиса минимизированными 
формами, например кратчайшими ДНФ [2].  

Утверждение.  Проверка условий существования функциональных представлений  
 

( )ϕ x = 1( )f x ∨ 2 ( )f x , ( )ϕ x = 1( )f x & 2 ( )f x , ( )ϕ x = 1( )f x ⊕ 2 ( )f x  
 
может выполняться как по таблице истинности векторной функции 1 2( , , )f f= ϕf , так и по 
таблице задания обобщенно ортогонализованной формы этой векторной функции.   

В рассматриваемых примерах функций от трех переменных обобщенно ортогонализованные 
формы (табл. 5, 6, 8) содержат четыре либо шесть строк, что мало отличается от таблиц истин-
ности, содержащих для данных примеров по восемь строк. В ситуациях, когда решаются прак-
тические задачи большой размерности (десятки переменных), обобщенно ортогонализованные 
формы могут быть гораздо более компактнее таблиц истинности.  

Зададим все кофакторы таблицей истинности (табл. 9), что позволит проверять правиль-
ность алгебраического представления кофакторов третьего уровня BDD. В результате выпол-
нения этапа 3 будет получено 48 уравнений, не считая 48 двойственных. Приведем их в двух 
таблицах: уравнения без использования инверсий – в табл. 10, с использованием инверсий – 
в табл. 11. 

 
Таблица 9 

Кофакторы третьего уровня BDD (см. рис. 2) 
 

3x 4x 5x  1g  2g  3g  4g  5g  6g  7g  8g  9g  10g  
0 0 0 
0 0 1 
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 

1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 

1 
0 
0 
1 
1 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
1 
1 
0 
0 
0 

0 
1 
1 
0 
0 
1 
0 
0 

0 
0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 

1 
1 
1 
0 
0 
1 
0 
1 

1 
0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 

0 
0 
1 
0 
0 
1 
1 
1 

1 
0 
1 
0 
0 
0 
1 
0 

0 
0 
0 
1 
1 
1 
0 
1 

 
 

Для каждого из уравнений с операторами ∨ , & в табл. 10 и 11 имеется двойственное урав-
нение, а для уравнений с операторами ⊕  из табл. 11 – два двойственных.  
 

iP  8g 7g 6g  

1P  0 1 1 

2P  1 1 1 

3P  0 0 1 

4P  1 0 1 

5P  
1 0 0 

6P  
0 1 0 
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Таблица 10 

Варианты представления  
кофакторов третьего уровня BDD без  
использования инверсий операндов 

 

Номер 
уравнения Уравнение 

1 521 ggg ⊕=  

2 461 ggg ⊕=  

3 371 ggg ⊕=  

4 1g = 7g & 6g  

5 152 ggg ⊕=  

6 3g = 2g & 10g  

7 3g = 2g & 5g  

8 173 ggg ⊕=  

9 164 ggg ⊕=  

10 125 ggg ⊕=  

11 5g = 7g & 10g  

12 416 ggg ⊕=  

13 6g = 1g ∨ 4g  

14 7g = 2g ∨ 1g  

15 7g = 2g ∨ 5g  

16 137 ggg ⊕=  

17 7g = 3g ∨ 1g  

18 7g = 5g ∨ 1g  

Таблица 11 
Варианты представления кофакторов третьего уровня  

BDD c использованием инверсий операндов 
 

Номер 
уравнения Уравнение Номер 

уравнения Уравнение 

19 1g = 6g & 4g  34 3g = 8g & 5g  

20 1g = 7g & 3g  35 3g = 8g & 6g  

21 2g = 8g & 7g  36 3g = 9g & 6g  

22 2g = 8g & 4g  37 5g = 10g & 4g  

23 4g = 6g & 1g  38 5g = 7g & 9g  

24 4g = 6g ∨ 7g  39 5g = 9g & 4g  

25 3g = 10g & 6g  40 521 ggg ⊕=  
26 3g = 2g & 1g  41 461 ggg ⊕=  
27 3g = 2g & 6g  42 371 ggg ⊕=  
28 3g = 2g & 9g  43 152 ggg ⊕=  
29 3g = 5g & 1g  44 173 ggg ⊕=  
30 3g = 5g & 6g  45 164 ggg ⊕=  
31 3g = 7g & 1g  46 125 ggg ⊕=  
32 3g = 7g & 6g  47 416 ggg ⊕=  
33 3g = 8g & 10g  48 137 ggg ⊕=  

  
 
 

Этап 4. Нахождение множества реализуемых кофакторов. Построим ориентированный 
граф G, задающий формулы алгебраических представлений кофакторов (будем называть их 
логическими уравнениями либо просто уравнениями). Вершинам графа G соответствуют ко-
факторы в прямой форме, которые упоминаются в уравнениях. Обозначим это множество ко-
факторов YK , а множество кофакторов, не участвующих в уравнениях, ZK . Дуги (ориентиро-
ванные ребра), соответствующие операндам алгебраически представленного кофактора (ре-
зультату логической операции), помечены одним и тем же числом – номером уравнения. Каж-
дое уравнение задается подграфом с тремя вершинами и двумя помеченными дугами: вершина, 
соответствующая представимому кофактору, имеет две заходящие дуги (с одной и той же по-
меткой – номером уравнения). Исходящие из вершины представимого кофактора дуги (рис. 3) 
могут соответствовать прямой форме кофактора (черный кружок) либо инверсной форме ко-
фактора (светлый кружок). 

Вершины, соответствующие операндам уравнения, инцидентны исходящим дугам. Например, 
уравнению 13 6g = 1g ∨ 4g  соответствует подграф с тремя вершинами 1,g  4 ,g  6 :g  в вер-
шину 6g  заходят из вершин 1g , 4g  дуги, помеченные числом 13 (номером уравнения). Если 
кофактор в уравнении разложения Шеннона содержит один либо два литерала, то для него на 
этапе 2 не строятся алгебраические представления, поэтому соответствующая данному кофак-
тору вершина в графе G не имеет заходящих дуг. Введем понятие кластера (подмножества 
вершин графа G): в кластер входят вершины, соответствующие уравнениям с одним и тем же 
кофактором (возможно, в инверсном виде) в левой части. Именем одинаковых кофакторов 
и обозначается кластер. В рассматриваемом примере граф G будет содержать 10 вершин, кото-
рые соединяются между собой 48 парами дуг. Фрагмент графа показан на рис. 3. Заметим, что 
каждой из вершин графа G соответствует кофактор, уравнение которого содержит четыре лите-
рала (см. выражение (3) для кофакторов третьего уровня BDD).  
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Рис. 3. Фрагмент графа G 

С использованием графа G задача нахождения множества реализуемых кофакторов сводится 
к следующей задаче. 

Задача 2. В графе G требуется оставить в каждом кластере только одну вершину (условие А) 
и удалить из графа G такое подмножество пар одинаково помеченных дуг, чтобы граф G стал 
ациклическим  (условие B) и содержал наибольшее число неизолированных вершин, в каждую 
из которых заходит только одна пара одинаково помеченных дуг (условие С). 

Смысл оставления в кластере одной вершины (условие А) очевиден – кофактор при схемной 
реализации достаточно представить только одним уравнением. Требование ацикличности 
(условие В) продемонстрируем на примере двух уравнений 6(g = 1g ∨ 4g , 1g = 6g & 7 )g  из рас-
сматриваемого примера. Данные уравнения в графе G создают цикл, т. е. логическое противо-
речие в требовании алгебраического (и схемного) представления кофакторов, заключающееся 
в следующем. Чтобы выразить 6g  в виде конъюнкции 6g = 1g ∨ 4g  (уравнение 13), требуется 
схема, реализующая кофактор 1g . Однако, чтобы получить 1g  в виде 1g = 7g & 6g  (см. уравне-
ние (4)), требуется схема, реализующая 6g . Условие С требует, чтобы как можно больше ко-
факторов было представлено в виде конъюнкции, дизъюнкции либо суммы по модулю два.  

После решения задачи 2 множество YK  вершин графа G разбивается на три попарно непе-
ресекающихся подмножества. Вершины, не имеющие заходящих дуг, но имеющие исходящую 
дугу, соответствуют нереализуемым кофакторам. Вершины, имеющие одну пару заходящих 
дуг (с одной и той же пометкой), соответствуют реализуемым кофакторам. Вершины, которые 
оказались изолированными, например, при удалении дуг для удовлетворения условия B, не бу-
дут участвовать в уравнениях и зачисляются в множество ZK  также нереализуемых кофакто-
ров. Реализуемый кофактор будет записан в виде уравнения в результирующее многоуровневое 
представление системы булевых функций.  

Для решения задачи 2 предлагается использовать следующий эвристический алгоритм, ос-
нованный на последовательном рассмотрении уравнений, по которым строятся соответствую-
щие подграфы графа G: 
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Шаг 1. Построить подграф NOTIG  графа G, образованный вершинами и дугами уравнений 

без использования инверсий.  
Шаг 2. Удалить из каждого кластера подграфа NOTIG  вершины (и заходящие в них дуги), со-

ответствующие уравнениям, которые содержат операцию ⊕  в тех случаях, если имеются вер-
шины, соответствующие уравнениям, которые содержат операцию ∨  либо &.  

Шаг 3. Сократить число вершин в кластерах подграфа SNOTIG  и оставить в каждом кластере 
только одну вершину. 

Шаг 3.1. Упорядочить кластеры по возрастанию (неубыванию) числа содержащихся в них 
вершин и рассматривать кластеры в этом порядке. 

Шаг 3.2. Удалить вершины в кластере.  
Положить пустым текущее множество T вершин: .T =∅  Каждая оставленная вершина rg  

в кластере, в которую заходят одноименно помеченные дуги, инцидентные вершинам ig , jg , 

пополняет множество T элементами ig , jg , rg .  
Для выбора оставляемой в первом кластере вершины применяется  
Эвристика 1.  Каждая вершина rg  кластера, имеющая заходящие дуги из вершин ig , jg , 

оценивается суммарным числом qrW  исходящих дуг из вершин ig , jg . Оставляется в кластере 

та вершина sg , которой соответствует максимальное значение qrW .  
Вершины, которые не остались в кластере, удаляются из графа вместе с заходящими в них 

дугами. В множество T заносятся три вершины: вершина sg  и две вершины, инцидентные за-
ходящим  в вершину sg  дугам. 

Для следующих рассматриваемых кластеров используется  
Эвристика  2.  В кластере оставляется та вершина, которая имеет две заходящие дуги из 

вершин множества T. Если такой вершины нет, то оставляется та вершина, которая имеет одну 
заходящую дугу из вершин множества T. Если нет вершин, для которых данная эвристика вы-
полняется, то для оставления вершины в кластере используется эвристика 1. Вершины, которые 
не остались в кластере, удаляются из графа вместе с заходящими в них дугами.  

Шаг 3 считается выполненным, когда в каждом кластере останется по одной вершине. 
Шаг 4. Удалить пары одинаково помеченных дуг для получения ациклического под-

графа SNOTIG . (Выполняется, если граф SNOTIG  содержит циклы, т. е. не является ацикли-
ческим.)  

Для графа SNOTIG , содержащего циклы, выполняются шаги 4.1–4.3 до тех пор, пока граф не 
станет ациклическим. 

Шаг 4.1. Найти все циклы графа SNOTIG .  
Шаг 4.2. Каждую пару дуг с одинаковой пометкой (номером) p оценить числом pC  циклов, 

которые могут быть разорваны при удалении из графа данной пары дуг.  
Шаг 4.3. Удалить пару дуг с пометкой p, которой соответствует максимальное значение 

числа pC .  Переход на шаг 4.1.    
Шаг 5. Из множества уравнений с инверсиями кофакторов удалить уравнения для реали-

зованных кофакторов. Поочередно добавлять в полученный на шаге 4 ациклический граф 
дуги и вершины, соответствующие нереализованным кофакторам, и проверять получаемый 
граф на ацикличность. Дуги и вершины из множества уравнений для кофакторов с инверси-
ями не добавляются в граф, если они вносят цикл. Если рассмотрены все уравнения из 
множества оставшихся уравнений с инверсиями, то выполнить переход на шаг 6.  

Шаг 6. Конец.  
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Рис. 5. Подграф SNOTIG  

 
 

 
Рис. 4. Подграф NOTIG  для 18 уравнений из табл. 10 

 

 
Рассмотрим алгоритм на примере графа SNOTIG  (рис. 4). 
Шаг 1. Подграф NOTIG  изображен на рис. 4, содержит восемь вершин, из них вершины 2g , 

4g , 10g  не являются вершинами-кластерами, вершин 8g , 9g  нет в подграфе NOTIG , так как 
кофакторы 8g , 9g  не входят в уравнения из табл. 10.  

Замечание: если граф G построен по уравнениям, в которых нет операций инверсий операн-
дов, то вершины графа представляются на рис. 4 точками (черными кружками, а светлые круж-
ки отсутствуют). 

Шаг 2. Уравнения, по которым строится подграф SNOTIG  графа NOTIG , заданы в табл. 12, по-
лученный подграф SNOTIG   показан на рис. 5.   

Таблица 12 
Варианты алгебраического представления кофакторов  

после шага 2 алгоритма решения задачи 2 
 

Номер 
уравнения Уравнение Номер 

уравнения Уравнение 

4 1g = 7g & 6g  13 6g = 1g ∨ 4g  

7 3g = 2g & 5g  17 7g = 3g ∨ 1g  

6 3g = 2g & 10g  18 7g = 5g ∨ 1g  

9 164 ggg ⊕=  14 7g = 2g ∨ 1g  

11 5g = 7g & 10g  15 7g = 2g ∨ 5g  
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Шаг 3. Сокращение числа вершин в кластерах подграфа SNOTIG . 
Шаг 3.1. Порядок рассмотрения кластеров < 3g , 7g >.  
Шаг 3.2. По эвристике 1 на этом шаге в кластере 3g  оставляем вершину с заходящими ду-

гами 2g , 5g , так как суммарное число 3qW  исходящих дуг для нее равно семи. Полагаем  

T ={ 2g , 5g , 3g }. Для кластера 7g  выбираем вершину с заходящими дугами 2g , 5g  (эвристи-
ка 2), так как в этом случае в множестве T = { 2g , 5g , 3g } имеются две общие вершины 2g , 5.g  
После этого граф G принимает вид, показанный на рис. 6, а. 

 

  
 

а)                                                                                                      б) 

Рис. 6. Подграф  SNOTIG   после выполнения шага 3 алгоритма решения задачи 2: 
а) по эвристике 1; б) другой вариант 

 
Шаг 4. Чтобы разорвать циклы (первый цикл – { 1g , 6g }, второй – { 5g , 7g }, третий – 

{ 4g , 6g }, четвертый – { 1g , 4g , 6g }), удаляем пары дуг с пометками 4, 11, 9; результирующий 
граф, в вершины 3g , 7g , 6g  которого заходят попарно дуги с одинаковыми пометками, соот-
ветствует трем выбранным (реализуемым) уравнениям: 3g = 2g & 5g , 7g = 2g ∨ 5g , 6g = 1g ∨ 4g . 
Полученное решение означает, что три представимых кофактора 3(g , 7g , 6 )g  могут быть 
представлены в виде дизъюнкции либо конъюнкции четырех кофакторов  2(g , 5g , 1g , 4 ).g  

Применяемые эвристики позволяют получать приближенное решение задачи 2. Если на ша-
ге 3 в первом рассматриваемом кластере 3g  будет оставлена вершина, имеющая заходящие 
дуги из вершин 2g , 10g , то можно получить четыре алгебраически представимых кофактора. 
Покажем это, еще раз выполнив шаги 3 и 4.  

Шаг 3 (повторно). Порядок рассмотрения кластеров < 3g , 7g >. Оставляем вершину класте-
ра 3g , имеющую заходящие дуги из вершин 2g , 10g , полагаем T ={ 2g , 10g , 3g }. Для второго 
кластера 7g  выбираем вершину с дугами, имеющими пометку 14 и инцидентными верши-
нам 1g , 2g , так как 2g ,T∈  где T = { 2g , 10g , 3g }. По эвристике 1 имеется одна вершина, 
входящая в множество T . В результате выполнения первого шага граф G принимает вид, пред-
ставленный на рис. 6, б. 

Шаг 4 (повторно). В графе (рис. 6, б) имеются четыре цикла: { 1g , 6g }, { 1g , 7g }, { 4g , 6g }, 
{ 1g , 4g , 6g }. Удаление пары дуг с пометками 4, 9 разрывает оба цикла. Результирующий ацик-
лический граф, полученный в результате шага 4 эвристического алгоритма, показан на рис. 7. 
Данному графу соответствуют четыре уравнения: 3g = 2g & 10g , 5g = 7g & 10g , 6g = 1g ∨ 4g , 
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7g =

1g ∨ 2g . Четыре кофактора 2(g , 10g , 1g , 4 )g  позволяют получить алгебраические пред-
ставления других четырех кофакторов 3(g , 5g , 6g , 7 ).g  Эти представления кофакторов будем 
использовать далее.  

Шаг 5. Из табл. 11 уравнений с инверсиями удалим уравнения для четырех реализуе-
мых кофакторов 3(g , 5g , 6g , 7 ),g  оставшиеся уравнения заданы в табл. 13. В ацикличе-
ский граф (рис. 7, а) будем добавлять поочередно вершины и дуги, соответствующие урав-
нениям из табл. 13 (всего 11 уравнений).  Каждое из уравнений вносит цикл в граф, кро-
ме уравнения 22 ( 2g = 8g & 4g ) (рис. 7, б). Таким образом, использование инверсий позволя-
ет найти выражение 2g = 8g & 4g , свидетельствующее о том, что кофактор 2g   стал реализуе-
мым. Реализуемые кофакторы третьего уровня с использованием инверсий: 3g  = 2g & 10g ; 

5g = 7g & 10g ; 6g  = 1g ∨ 4g ; 7g  = 1g ∨ 2g ; 2g = 8g & 4g .  
 

  
а)                                                                                                       б) 

Рис. 7. Ациклический граф G после выполнения: а) шага 4 эвристического 
алгоритма решения задачи 2; б) эвристического алгоритма решения задачи 2 

 
Таблица 13 

Варианты алгебраического представления  
нереализованных кофакторов  

 

Номер 
уравнения Уравнение Номер 

уравнения Уравнение 

19 1g = 6g & 4g  40 521 ggg ⊕=  
20 1g = 7g & 3g  41 461 ggg ⊕=  
21 2g = 8g & 7g  42 371 ggg ⊕=  
22 2g = 8g & 4g  43 152 ggg ⊕=  
23 4g = 6g & 1g  45 164 ggg ⊕=  
24 4g = 6g ∨ 7g    

 
Этап 5. Построение BDD для кофакторов, которые не являются реализуемыми. Нереа-

лизуемыми кофакторами являются 1g , 4g , 8g , 9g , 10g . Построение BDD для них приводит 
к перестановке  < 4x , 5x , 3x > переменных и следующим формулам разложения Шеннона:   

 

1g = 2404 wxwx ∨ ; 4g = 0454 wxxx ∨ ; 8g = 3424 wxwx ∨ ; 54049 wxwxg ∨= ;   

10g = 5434 xxxx ∨ ; 0w = 5 3x x ; 1 5w x= , 2w = 5 3x x ; 3w = 3 5 3x x x∨ ; 4 3w x= ; 5w = 5x  
 

(сначала по переменной 4 ,x  затем по переменной 5 ).x  На первом уровне – разложение по пере-
менной 3.x  Кофакторы второго уровня BDD, зависящие от переменных 5 ,x  3 ,x  заданы в табл. 14.     

(10) 
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Таблица 14 

Кофакторы второго уровня BDD  
 

3x 5x  0w  51 xw =  2w  3w  34 xw =  55 xw =  

0 0 
0 1 
1 0 
1 1 

1 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
1  

0 
0 
0 
1 

1 
0 
1 
1 

0 
0 
1 
1 

1 
0 
1 
0 

 
Этап 6. Составление уравнений для нереализуемых кофакторов с использованием ко-

факторов нижнего уровня BDD. Составляются уравнения для нереализуемых кофакторов 1g , 

4g , 8g , 9g , 10g  с использованием реализуемых кофакторов и кофакторов второго уровня, за-
данных в табл. 14. Для этого табл. 14 преобразуется в табл. 15; переменная 4x  является несуще-
ственной для кофакторов, приведенных в табл. 15. Полученные уравнения заданы в табл. 16.   
 

Таблица 15 

Кофакторы второго  уровня BDD с несущественной переменной 4x  
 

3x 4x 5x  0w  51 xw =  2w  3w  34 xw =  55 xw =  

0 0 0 
0 0 1 
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 

1 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
0 

0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
1 

1 
0 
1 
0 
1 
1 
1 
1 

0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
 1 

1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 

 
Этап 7. Расширение ациклического подграфа по новым уравнениям. В полученный на 

этапе 4 граф (рис. 7, б) последовательно (по одному уравнению) добавляются вершины и дуги, 
соответствующие уравнениям из табл. 16. Каждое из уравнений, кроме уравнения 54 
( 9g = 10g & 5w ), преобразует граф в циклический. Добавление уравнения 54 оставляет граф 
ациклическим (рис. 8) с шестью реализуемыми кофакторами.  

 
Таблица 16 

Варианты алгебраического представления 
кофакторов второго уровня BDD 

 

Номер 
уравнения Уравнение 

49 2310 wgg ⊕=  

50 2310 wgg ∨=  

51 2310 wgg ⊕=  

52 2510 wgg ∨=  

53 328 w&gg =  

54 9g = 10g & 5w  

55 3109 w&gg =  

56 539 wgg ⊕=  

57 559 wgg ⊕=  

 
Рис. 8. Результирующий ациклический граф G  
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Реализуемыми являются шесть кофакторов: 3g = 2g & 10g , 5g = 7g & 10g , 6g = 1g ∨ 4g , 

7g = 1g & 2g , 2g = 8g & 4g , 9g = 10g & 5w , где 5w = 5x . Уравнение 9 4 0 4 5g x w x w= ∨  разложения 
Шеннона из списка (10) заменено алгебраическим выражением 9g = 10g & 5w .     

Этап 8. Корректировка многоуровневого BDD-представления векторной функции. По-
сле выполнения этапа 7 многоуровневое представление кофакторов третьего уровня BDD запи-
сывается в виде следующих уравнений, которым соответствует рис. 9: 
  

3g  = 2g & 10g ; 5g  = 7g & 10g ; 6g  = 1g ∨ 4g ; 7g = 1g ∨ 2g ; 2 4 8c g g= ∨ ; 2 2g c= ;  

10 10c g= ; 9 5 10&g w c= ; 1g = 4 0 4 2x w x w∨ ; 8g = 4 2 4 3x w x w∨ ; 10g = 4 3 4 5x x x x∨ ;            (11) 

4g = 4 5 4 0x x x w∨ ; 0w = 5 3x x ; 2w = 5 3x x ; 3w = 3 5 3x x x∨ ; 5w = 5x . 

 

 
 

Рис. 9. Реализация подфункций 1g , ..., 10g  в виде BDD и алгебраических разложений  
 

Нахождение алгебраических представлений кофакторов на втором уровне BDD. 
Для тривиальных кофакторов второго уровня, равных переменным либо их инверсиям, алгеб-
раические представления не ищутся. Тривиальными кофакторами второго уровня BDD 
(см. табл. 14) являются 1 5w x= , 4 3w x= , 5 5w x= , нетривиальными – 0w , 2w . Уравнения для 

0w , 2w , использующие кофакторы второго уровня BDD, заданы в табл. 17. Заметим, что кофак-
тор 3w  не выражается через другие кофакторы, а 0w  представляет собой элементарную             
конъюнкцию: 0w = 3 5x x . Реализация в виде BDD кофакторов второго уровня не может быть 
упрощена за счет их алгебраических представлений.  
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Результирующее многоуровневое представление векторной булевой функции (см. табл. 1) 

содержит 86 литералов: 
 

1f = 1 1 1 2x h x h∨ ; 2f = 1 2 1 3x h x h∨ ; 3f = 1 4 1 5x h x h∨ ; 4f = 1 4 1 6x h x h∨ ; 5f = 1 6 1 7x h x h∨ ; 

1h = 2 1 2 3x g x g∨ ; 2h = 2 2 2 8x g x g∨ ; 3h = 2 5 2 6x g x g∨ ; 4h = 2 6 2 7x g x g∨ ; 5h = 2 6 2 10x g x g∨ ; 

6h = 2 4 2 9x g x g∨ ; 7h = 2 8 2 10x g x g∨ ; 3g  = 2g & 10g ; 5g  = 7g & 10g ; 6g  = 1g ∨ 4g ;              (12) 

7g  = 1g ∨ 2g ; 2 4 8c g g= ∨ ; 2 2g c= ; 10 10c g= ; 9 5 10&g w c= ; 1g = 4 0 4 2x w x w∨ ;  

8g = 4 2 4 3x w x w∨ ; 10g = 4 3 4 5x x x x∨ ; 4g = 4 5 4 0x x x w∨ ; 0w = 5 3x x ; 2w = 5 3x x ; 3w = 3 5 3x x x∨ ; 5w = 5x .  
 
В исходный граф BDD (см. рис. 1) внесены графические изображения логических уравнений 

реализуемых кофакторов и операторов инверсии, в результате чего получен рис. 10. При со-
ставлении результирующих уравнений следует иметь в виду тот факт, что два последовательно 
идущих инвертора можно удалить из схемы реализации кофакторов.  

 
Таблица 17 

Варианты алгебраического 
представления нетривиальных 

кофакторов второго уровня BDD 
 

Номер 
уравнения Уравнение 

58 430 www ⊕=  

59 430 w&ww =  

60 430 www ⊕=  

61 450 w&ww =  

62 312 xww ⊕=  

63 532 www ⊕=  

64 132 w&ww =  

65 142 w&ww =  

 

 
 

Рис. 10. Результирующий граф BDD 
 

Предложенный метод оптимизации многоуровневых представлений векторных булевых 
функций может быть обобщен по нескольким направлениям.  

Во-первых, может быть расширен список алгебраических выходных функций ϕ , по кото-
рым осуществляется разложение ( , )p i jg g g= ϕ  кофакторов. К выходным функциям ϕ , опре-
деляющим логические операции ∨ , &, ⊕ , могут быть добавлены другие булевы функции, су-
щественно зависящие от двух либо большего числа переменных.  

х5 
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Во-вторых, на этапах 6 и 7 метода уравнения могут составляться с применением не одного, 

а нескольких нижних уровней BDD.  
В-третьих, желательно проверять, позволяет ли использование операции ⊕  в качестве вы-

ходной функции алгебраического представления кофактора pg  сократить сложность BDD 

нижнего уровня (за счет исключения реализации на BDD кофактора pg ) на пять и более литера-

лов, так как будем считать, что сложность реализации операции jijijip ggggggg ∨=⊕=  со-
ставляет четыре литерала.  

Поиск алгебраических представлений кофакторов может осуществляться в процессе постро-
ения BDD для векторной булевой функции, которая задана в виде системы ДНФ компонентных 
функций. (Методы, алгоритмы и программы построения BDD по системе ДНФ булевых функ-
ций описаны в работе [21].) В этом случае приходится проверять возможность алгебраического 
представления кофакторов, заданных произвольными (неортогонализованными) ДНФ, элемен-
тарные конъюнкции которых находятся в различных отношениях, таких как поглощение, скле-
ивание, ортогональность, неортогональность [2]. При использовании метода, когда нижние 
уровни BDD еще не построены, этапы 6 и 7 метода будут отсутствовать. Метод станет более 
быстродействующим, однако качество решений может ухудшиться.  

Оценки сложности функциональных описаний и логических схем для различных спо-
собов оптимизации. В табл. 18 для различных способов логической оптимизации одной и той 
же векторной булевой функции (см. табл. 1) даны оценки сложности функциональных и схем-
ных реализаций (логических схем). Для получения минимизированной системы ДНФ (см. стро-
ку 1 табл. 18) использовалась программа [29], минимизация BDD-представлений осуществля-
лась во всех случаях программой из работы [30]. 

 
Таблица 18 

Сравнение способов логической оптимизации 
 

Функциональное описание 

Сложность функцио-
нального описания 

Сложность логической схемы  
из библиотечных элементов 

α  d k P Площадь 
Число 

логических 
элементов 

Задержка 
схемы, нс 

1. Минимизированная система ДНФ   
(табл. 1), программа [29] 0 38 119 162 17 443 47 3,96 

2. Булева сеть, полученная программой 
BoolNetOpt [31] 60 25 40 130 16 556 46 3,29 

3. BDD по перестановке  < 1x , 2x , 4x ,  

3x , 5x  >, полученная программой [30]  
26 28 55 114 14 793 41 3,62 

4. BDD с нахождением инверсий  
кофакторов  [24] по перестановке 
< 1x , 2x , 5x , 3x , 4x >, формулы (13) 

21 23 47 96 15 797 44 2,88 

5. Исходная BDD по перестановке 
< 1x , 2x , 5x , 3x , 4x >, формулы (2) 24 26 51 106 13 827 38 3,36 

6. Алгебраическое представление  
кофакторов третьего уровня BDD   
без инверсий кофакторов и без  
операции ⊕ , формулы (14) 

21 21 42 89 14 486 42 3,66 

7. Предложенный метод, формулы (12) 23 20 38 86 13 492 35 4,49 
 
В строке 2 табл. 18 применялась предварительная логическая минимизация на основе аппа-

рата булевых сетей [31]; в строке 3 – оптимизация BDD по перестановке < 1x , 2x , 4x , 3x , 5x > 
с использованием программы [24], в строке 4 – оптимизация с использованием программы   
BDD-Builder, которая при построении BDD находит взаимно инверсные кофакторы на каждом 
уровне BDD и получает следующие формулы:   
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1f = 2161 sxsx ∨ ; 2f = 3121 sxsx ∨ ; 3f = 5101 sxsx ∨ ; 4f = 1101 sxsx ∨ ; 5f = 9111 sxsx ∨ ; 

2321120 sxsxs ∨= ; 1921821 sxsxs ∨= ; 1321222 sxsxs ∨= ; 1121023 sxsxs ∨= ;  

1521125 sxsxs ∨= ; 2122026 sxsxs ∨= ; 1521329 sxsxs ∨= ; 4530510 xxsxs ∨= ;  

2753511 sxxxs ∨= ;  2754512 sxxxs ∨= ; 354513 xxxxs ∨= ; 31530515 sxsxs ∨= ;  

4527518 xxsxs ∨= ; 30519 sxs = ; 42531520 sxsxs ∨= ; 27530521 sxsxs ∨= ;  

454523 xxxxs ∨= ; 4327 xxs = ; 4330 xxs = ; 34331 xxxs ∨= ; 43342 xxxs ∨= . 
 

Строка 5 в табл. 18 соответствует оценке сложности функционального описания согласно 
формулам (2), строка 6 – формулам (14), полученным в результате применения предложенного 
в статье метода без поиска инверсий кофакторов и без использования операции ⊕ : 

 

1f = 2111 hxhx ∨ ; 2f = 3121 hxhx ∨ ; 3f = 5141 hxhx ∨ ; 4f = 6141 hxhx ∨ ; 5f = 7161 hxhx ∨ ;  

1h = 3212 gxgx ∨ ; 2h = 8222 gxgx ∨ ; 3h = 6252 gxgx ∨ ; 4h = 7262 gxgx ∨ ; 5h = 10262 gxgx ∨ ; 

6h = 9242 gxgx ∨ ; 7h = 10282 gxgx ∨ ; 1g = 2404 rxrx ∨ ; 2g = 1454 rxxx ∨ ; 3g = 102 g&g ;         (14) 

7g = 21 gg ∨ ; 6g = 41 gg ∨ ; 5g = 107 g&g ; 9g = 5404 xxrx ∨ ; 8g = 3424 rxrx ∨ ;  

10g = 5434 xxxx ∨ ; 4g = 0454 rxxx ∨ ; 0r = 3 5x x ; 1r = 53xx ; 2r = 53xx ; 3r = 353 xxx ∨ .              
 

Все полученные представления векторной функции были записаны на языке VHDL [32], за-
тем по данным пяти VHDL-описаний были синтезированы логические схемы в одной и той же 
библиотеке логических элементов и одинаковых установках опций, управляющих процессом 
синтеза в синтезаторе LeonardoSpectrum [33].  

В табл. 18 используются следующие обозначения: α  – число внутренних переменных 
в функциональном описании, d – число двухоперандных операций дизъюнкции, k – число двух-
операндных операций конъюнкции, P – число литералов в функциональном описании. Пло-
щадь схемы (суммарная площадь всех элементов) подсчитывалась в условных единицах. Луч-
шие решения отмечены жирным шрифтом. 

Для рассмотренного примера векторной булевой функции применение предложенного в ста-
тье метода позволяет получать как более простое функциональное описание, так и менее слож-
ную (по площади) логическую схему, синтезируемую по этому описанию. Рост числа уровней 
в минимизированном функциональном описании может привести в результате синтеза схемы 
к увеличению ее задержки, что соответствует общей закономерности, связывающей площади 
логических схем и их задержки при синтезе многоуровневых логических схем. Сравним 
(табл. 18) лучшие решения по задержке (строка 4) и площади (строка 7): схема с площадью 
13 492  выигрывает 17 % по площади у схемы с площадью 15 797, имеющей задержку 2,88 нс, 
и проигрывает 36 % по быстродействию, так как задержка схемы с меньшей площадью состав-
ляет 4,49 нс.  

Заключение. Предложенный в статье метод позволяет дополнительно упрощать много-
уровневые BDD-представления систем полностью определенных булевых функций, используя 
алгебраические разложениия подфункций, находящихся на одном уровне BDD, в виде двух-
операндных дизъюнкций, конъюнкций и сумм по модулю два. Метод легко обобщается на слу-
чай исходного задания функций в виде систем ДНФ и на случай других видов ( , )p i jg g g= ϕ  
разложений подфункций pg , когда в качестве выходных используются булевы функции ϕ , 
существенно зависящие от двух и большего числа переменных. Дополнительная оптимизация 
по числу литералов в логических уравнениях, соответствующих многоуровневым представле-
ниям систем булевых функций, приводит к более простым функциональным описаниям, по ко-
торым осуществляется синтез комбинационных логических схем в различных технологических 
базисах. Однако уменьшение числа литералов в функциональных описаниях, позволяющее со-

(13) 
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кращать площадь схем, может приводить к увеличению числа логических уровней в миними-
зированных описаниях и увеличению временных задержек схем.  

Вклад авторов. Бибило П. Н. – научное руководство исследованием, написание текста, 
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Минимизация булевых функций в классе  
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Аннотация. Ортогональные дизъюнктивные нормальные формы (ДНФ) булевых функций имеют широкое 
применение в логическом проектировании дискретных устройств. Задача ортогонализации ДНФ состоит 
в том, чтобы для заданной функции получить ДНФ, любые две элементарные конъюнкции которой ортого-
нальны, т. е. их конъюнкция тождественно равна нулю. Предлагается подход к решению данной задачи с по-
мощью средств теории графов. Подход рассчитан на представление функции в виде совершенной ДНФ. 
Предполагается получение всех интервалов булева пространства, на которых заданная функция имеет значе-
ние 1, и рассматривается граф пересечения этих интервалов. Рассматриваются два метода получения мини-
мальной ортогональной ДНФ. Один из них сводит данную задачу к получению наименьшего доминирующего 
множества в графе путем покрытия его вершин их замкнутыми окрестностями, другой – к получению макси-
мального независимого множества с помощью лексикографического перебора. Показывается, как предлагае-
мый подход распространяется на не полностью определенные булевы функции. 

Ключевые слова: булева функция, дизъюнктивная нормальная форма, ортогональность элементарных 
конъюнкций, задача о кратчайшем покрытии, граф пересечения, доминирующее множество, независимое 
множество 
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Abstract. The orthogonal disjunctive normal forms (DNFs) of Boolean functions have wide applications in the 
logical design of discrete devices. The problem of DNF orthogonalization is to get for a given function such a DNF 
that any two its terms would be orthogonal, i. e. the conjunction of them would be equal identically to zero.                         
An approach to solve the problem using the means of graph theory is suggested. The approach is proposed by                        
representation of the function as perfect DNF. Obtaining all the intervals of the Boolean space where the given                    
function has value 1 is supposed, and the intersection graph of those intervals is considered. Two methods to obtain                     
a minimum orthogonal DNF are considered. One of them reduces the problem toward finding out the smallest                 
dominating set in the graph by covering its vertices with their closed neighborhoods, the other – to obtain the                  
maximum independent set by lexicographic enumeration. It is shown how the suggested approach can be extended on                      
incompletely specified Boolean functions. 
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Введение. Под ортогональной ДНФ булевой функции понимается такая ДНФ, в которой все 

ее члены – элементарные конъюнкции – попарно ортогональны, т. е. конъюнкция двух любых 
ее членов тождественно равна нулю. Более общей задачей является ортогонализация системы 
булевых функций, которая формулируется следующим образом. Пусть задана некоторая систе-
ма полностью определенных булевых функций F = {f1, f2, …, fm} и требуется найти совокуп-
ность взаимно ортогональных булевых функций ϕ1, ϕ2, …, ϕN, такую, что любую fi ∈ F можно 
было бы выразить дизъюнкцией некоторых из ϕj (j = 1,  2, …, N), причем общее число N этих 
функций было бы минимальным. Под ортогональностью здесь также понимается справедли-
вость выражения ϕj ∧ ϕk = 0 при любых значениях аргументов. В таком виде эта задача была 
поставлена в статье [1]. Ортогонализацию ДНФ можно считать частным случаем ортогонализа-
ции системы булевых функций, где каждая функция из заданной системы представляется одной 
элементарной конъюнкцией. 

Задача ортогонализации системы булевых функций имеет ряд приложений. Одним из ее 
приложений является минимизация числа столбцов таблицы переходов автомата при получе-
нии ее по заданному микропрограммному автомату [2] или по автомату с абстрактным состоя-
нием [3]. Метод минимизации числа столбцов таблицы переходов автомата описан в работе [4]. 
Ортогональные ДНФ используются при синтезе схем из программируемых логических мат-
риц [5]. Для вычисления вероятности сложного события удобно использовать ортогональную 
ДНФ алгебры событий [6, 7]. Как показано в статье [8], применение ортогональных ДНФ при 
синтезе логических схем позволяет улучшить их диагностические свойства и обеспечивает по-
строение самопроверяемых схем. 

В работе [1] представлены два метода ортогонализации системы булевых функций. Один из 
них заключается в нахождении всех 2т конъюнкций вида mfff σ

1
σ

1
σ

1 ...21 , где σ1, σ2, …, σт – 

константы 0 или 1 и i
if
σ =fi, если σi = 0, и i

if
σ = fi, если σi = 1. Ненулевые конъюнкции соста-

вят решение. Другой метод рассчитан на задание каждой функции множеством наборов значе-
ний аргументов, на которых она принимает значение 1, и заключается в получении всех непу-
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стых пересечений этих множеств и их дополнений. Там же доказано, что число получаемых 
взаимно ортогональных функций минимально. 

Ясно, что задача минимизации булевых функций в классе ортогональных ДНФ имеет неполи-
номиальную сложность. Были предложены эвристические методы ортогонализации системы 
функций и ДНФ [6, 7, 9–12]. Рассматриваемый в работах [6, 7, 9, 12] метод основан на идее 
дизъюнктивного разложения элементарной конъюнкции на серию других конъюнкций, каждая из 
которых либо ортогональна всем конъюнкциям из некоторой совокупности, либо поглощается 
одной из них. Ряд методов основан на дизъюнктивном разложении Шеннона, они описаны в ра-
ботах [6, 7, 10–12]. В статье [13] представлен метод, применяющий аппарат, который связан 
с понятием покрытия троичной матрицы, используемого при декомпозиции булевых функций. 
Для не полностью определенных функций данная задача рассматривалась в докладе [14]. Пред-
ложенный в нем метод ортогонализации ДНФ не гарантирует минимальности получаемой ДНФ. 
В работе [15] задача ортогонализации системы не полностью определенных булевых функций, как 
она поставлена для полностью определенных функций в статье [1], сведена к раскраске графа. 

Далее представлен подход к решению задачи минимизации ортогональной ДНФ, обеспечи-
вающий точное решение с помощью средств теории графов. 

Описание подхода. Предусматривается задание булевой функции в виде совершенной 
ДНФ, т. е. в виде двоичной матрицы, где строки представляют наборы значений аргументов, на 
которых она принимает значение 1. С помощью операции простого склеивания получим все 
интервалы пространства аргументов, где заданная функция имеет значение 1. Понятие интер-
вала связано с отношением «больше» или «меньше» на множестве булевых векторов [7].              
Считается, что 1 > 0, и полагается, что между булевыми векторами а = (а1, а2, …, ап) 
и b = (b1, b2, …, bп) имеет место соотношение а ≥ b, если аi > bi или аi = bi для любой пары одно-
именных компонент векторов. Интервал – это множество векторов, где есть минимальный век-
тор, максимальный вектор и все векторы, меньшие максимального и большие минимального. 
Процесс получения всех интервалов, на которых заданная функция принимает значение 1, при-
сутствует также в классическом методе Квайна – МакКласки минимизации ДНФ. Интервал со-
ответствует элементарной конъюнкции переменных с отрицаниями или без них. Если элемен-
тарные конъюнкции ортогональны, то соответствующие интервалы не пересекаются 
и, наоборот, пересекающиеся интервалы соответствуют неортогональным элементарным 
конъюнкциям. В методе Квайна – МакКласки рассматриваются только максимальные интерва-
лы, т. е. те, которые не являются собственными подмножествами других интервалов. Задача 
минимизации ДНФ сводится к получению кратчайшего покрытия элементов булева простран-
ства, где заданная функция имеет значение 1, максимальными интервалами. В случае миними-
зации ортогональной ДНФ надо рассматривать все интервалы и находить такое покрытие, эле-
менты которого не пересекаются. 

В терминах теории графов задачу можно сформулировать следующим образом. Отношение 
пересечения на множестве всех интервалов, куда включаются и одноэлементные интервалы, 
т. е. отдельные векторы-строки заданной матрицы, представим в виде неориентированного 
графа, вершинам которого соответствуют интервалы. Две его вершины связаны ребром, если 
и только если соответствующие интервалы находятся в отношении пересечения. Назовем такой 
граф графом пересечения интервалов. 

Независимое доминирующее множество в полученном графе соответствует ортогональ-
ной ДНФ. Независимым множеством графа называется множество вершин, никакие две из ко-
торых не связаны ребром [16]. Доминирующим множеством графа является такое множество 
вершин, что если какая-то вершина не содержится в нем, то она смежна с некоторой вершиной 
из этого множества [16]. Следовательно, независимым доминирующим множеством графа яв-
ляется доминирующее множество, обладающее свойством независимости. Минимальная орто-
гональная ДНФ соответствует наименьшему независимому доминирующему множеству графа 
пересечения интервалов. 

Любому независимому множеству в графе пересечения интервалов соответствует ортого-
нальная ДНФ. Независимое множество максимальное в графе, если оно не является собствен-
ным подмножеством другого независимого множества. Минимальная ортогональная ДНФ со-
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ответствует независимому множеству графа пересечения интервалов, обладающему минималь-
ной мощностью. Такое множество назовем наименьшим максимальным независимым множе-
ством. Следует заметить, что всякое максимальное независимое множество является домини-
рующим. Действительно, если предположить, что какая-то вершина в заданном графе не вошла 
в некоторое максимальное независимое множество S, то она смежна по крайней мере с одной 
вершиной из S. Таким образом, наименьшее независимое доминирующее множество является 
также наименьшим максимальным независимым множеством. В решении задачи минимизации 
ортогональной ДНФ можно использовать методы нахождения как доминирующих, так и неза-
висимых множеств. 

Нахождение наименьшего независимого доминирующего множества в графе. Домини-
рующее множество графа G = (V, E) с множеством вершин V = {v1, v2, …, vn} и множеством ре-
бер Е находится с помощью решения задачи о кратчайшем покрытии [7].  Множество вершин V 
покрывается его подмножествами вида {vi} ∪ N(vi), где N(vi) – окрестность вершины vi, 
т. е. множество вершин, смежных с vi. Множество {vi} ∪ N(vi) называют замкнутой окрестно-
стью вершины vi и обозначают N[vi]. Для получения независимого доминирующего множества 
к такому покрытию добавляется еще требование, чтобы принадлежащие ему подмножества не 
пересекались. 

Удобно рассматривать матричную формулировку задачи о кратчайшем покрытии, при кото-
рой в заданной двоичной матрице надо выделить минимальное количество строк так, чтобы 
в каждом столбце имелась единица хотя бы в одной из выделенных строк. При нахождении 
наименьшего доминирующего множества графа такой матрицей является его матрица смежно-
сти, нулевые элементы главной диагонали которой заменены единицами (i-я строка и i-й стол-
бец матрицы представляют множество N[vi]). 

Точный метод решения задачи о кратчайшем покрытии представляет собой обход дерева 
поиска [7]. Вершины дерева поиска сопоставляются с ситуациями, которые можно достичь 
в данном процессе, а ребра – варианты очередного шага выполняемого процесса. Текущая си-
туация, соответствующая некоторой вершине дерева поиска, представляется переменной мат-
рицей Х, содержащей столбцы заданной матрицы, которые еще не покрыты, и строки, которые 
можно использовать для их покрытия. В этой ситуации выбирается первый из столбцов с ми-
нимальным числом единиц, так минимизируется число вариантов продолжения поиска. Оче-
редной шаг процесса состоит в выборе покрывающей строки для этого столбца и включении ее 
в получаемое решение. Таким образом, вершины дерева поиска соответствуют некоторым 
столбцам исходной матрицы, а ребра – выбираемым для их покрытия строкам. Включаемая 
в решение строка удаляется из матрицы Х вместе с покрываемыми ею столбцами. Удаляются 
также строки, смежные со строкой, которая включается в решение. Под смежными строками 
будем понимать строки, соответствующие смежным вершинам заданного графа. 

В работе [7] сформулированы два правила редукции, которые следует выполнять для со-
кращения размерности задачи. Одно из них позволяет исключать из рассмотрения столбцы, ес-
ли в матрице Х имеются другие столбцы, покрываемые ими. Это правило можно применять 
и при поиске независимого доминирующего множества. В исходном значении матрицы Х каж-
дый i-й столбец представляет множество N[vi]. В графе пересечений интервалов G = (V, E) для 
двух вершин vi и vj справедливо N[vi] ⊆ N[vj], если вершина vi соответствует элементу булева 
пространства, а vj – интервалу, содержащему этот элемент. Следовательно, в исходной матри-
це Х можно оставить для покрытия только те столбцы, которые соответствуют отдельным эле-
ментам булева пространства. 

Второе правило, по которому из рассмотрения исключаются строки, покрываемые другими 
строками, неприменимо в рассматриваемой задаче из-за требования, чтобы элементы покрытия 
не пересекались. 

Нахождение наименьшего максимального независимого множества в графе. В рабо-
те [7] описан способ перебора максимальных независимых множеств в лексикографическом 
порядке. Предлагаемый метод получения наименьшего максимального независимого множе-
ства заключается в выборе его в процессе данного перебора. 
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Пусть V = {v1, v2, … , vn} – множество вершин графа G. Весь процесс нахождения макси-

мальных независимых множеств можно разбить на п этапов, каждый из которых связан с опре-
деленной вершиной vi ∈ V. На i-м этапе находятся максимальные независимые множества, со-
держащие вершину vi и не содержащие вершин с меньшими номерами, т. е. таких vj, для кото-
рых j < i. В качестве решения сохраняется множество, которое обладает наименьшей мощ-
ностью. 

Пусть Si – одно из независимых множеств графа G, формируемых на i-м этапе. За начальное 
значение множества Si принимается множество, состоящее из единственной вершины vi. Мно-
жество Si расширяется за счет поочередного включения в него элементов vj ∈ V, удовлетворя-
ющих условиям 

 
i < j ≤ n,  vj ∈ 

iSv
vNV

∈
)}(\{ , 

где N(v) – окрестность вершины v. 
Каждый раз при соблюдении данных условий выбирается vj с минимальным j. Это расшире-

ние множества Si продолжается до тех пор, пока выполняется одно из условий: 
1)


iSv
vNV

∈
)}(\{ ≠ ∅; 

2) мощность множества Si достигает значения, на единицу меньшего мощности хранимого 
множества, а проверка на максимальность показывает, что Si не является максимальным. 

Формируемое множество Si проверяется на максимальность согласно следующему свойству: 
независимое множество S является максимальным тогда и только тогда, когда S ∪ N(S) = V, где 
N(S) =



Sv
vN

∈
)( . Множество Si в этом случае сохраняется как промежуточное решение. 

Заметим, что наибольшее независимое множество (независимое множество наибольшей 
мощности) графа пересечения интервалов является единственным и состоит из вершин, соот-
ветствующих одноэлементным интервалам. Поэтому для получения наименьшего максималь-
ного независимого множества указанный перебор надо начинать с вершин, соответствующих 
наибольшим интервалам. Искомое множество будет получено быстрее, если вершины графа 
пересечения интервалов упорядочить по невозрастанию мощностей соответствующих им ин-
тервалов, а внутри подмножеств вершин с одним и тем же таким показателем – по неубыванию 
степеней вершин. 

Для проверки второго из указанных выше условий можно руководствоваться следующи-
ми соображениями. Есть возможность оценить окончательную мощность множества Si пе-
ред тем, как вводить в него вершину vj, соответствующую одноэлементному интервалу. 
Пусть т – число элементов булева пространства, на которых заданная функция имеет зна-
чение 1; k – число вершин, принадлежащих Si; l – число элементов, принадлежащих интер-
валам, соответствующим вершинам из Si. Тогда мощность множества Si может достигнуть 
величины k + т – l. 

Чтобы построить следующее по порядку независимое множество, из полученного Si (сохра-
ненного или не сохраненного в качестве решения) удаляется вершина vp, присоединенная к Si 
последней, и выполняется та же процедура с вершинами vq, где q > p. 

На k-м этапе проверяется условие Ak ∪ Bk = V, где Ak = {vk, vk+1, … , vn}  и  Bk = 


n

kj
jvN

=
)( . Ес-

ли оно не выполняется, то данный процесс надо прекратить, так как никакое подмножество 
множества Ak не составит максимального независимого множества.  

Примеры получения минимальной ортогональной ДНФ. Рассмотрим булеву функцию 
f(x1, x2, x3, x4, x5), заданную следующим множеством векторов (одноэлементных интервалов), на 
которых она имеет значение 1: 
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х1х2х3х4х5   х1х2х3х4х5   х1х2х3х4х5     х1х2х3х4х5     х1х2х3х4х5 

 1 0 0 1 0 1  4 0 1 1 0 0  7 0 1 0 1 1  10   1 0 1 1 0  13   1 0 1 1 1 
 2 0 0 1 1 0  5 1 0 0 1 0  8 0 1 1 0 1  11   1 1 0 1 0  14   1 1 0 1 1 
 3 0 1 0 1 0  6 0 0 1 1 1  9 1 0 0 1 1  12   1 1 1 0 0  15   1 1 1 1 0 

 
С помощью простого склеивания получим все интервалы, представляемые следующими 

троичными векторами: 
 

  х1х2х3х4х5    х1х2х3х4х5   х1х2х3х4х5    х1х2х3х4х5     х1х2х3х4х5 
16   0 0 1 – 1  21  – 1 0 1 0  26  1 – 0 1 0  31   1 0 1 1 –  36   – 0 1 1 – 
17   0 – 1 0 1  22  0 1 1 0 –  27  – 0 1 1 1  32   1 – 1 1 0  37   – 1 0 1 – 
18   0 0 1 1 –  23  – 1 1 0 0  28  – 1 0 1 1  33   1 1 0 1 –  38   1 0 – 1 – 
19   – 0 1 1 0  24  1 0 0 1 –  29  1 0 – 1 1  34   1 1 – 1 0  39   1 – 0 1 – 
20   0 1 0 1 –  25  1 0 – 1 0  30  1 – 0 1 1  35   1 1 1 – 0  40   1 – – 1 0 
 

Граф пересечений, содержащий 40 вершин, удобно задать перечислением списков окрестно-
стей вершин, где вершины обозначены номерами соответствующих интервалов: 

 
1:      16,17        21:      3,11,20,26,33,34,37,39,40 
2:      18,19,36       22:      4,8,17,23 
3:    20,21,37       23:      4,12,22,35 
4:      22,23        24:      5,9,25,26,29,30,38,39,40 
5:      24,25,26,38,39,40    25:      5,10,19,24,26,31,32,36,38,39,40 
6:      16,18,27,36      26:      5,11,21,24,25,33,34,37,38,39,40 
7:      20,28,37       27:      6,13,16,18,29,31,36,38 
8:      17,22        28:     7,14,20,30,33,37,39 
9:      24,29,30,38,39     29:      9,13,24,27,30,31,36,38,39 
10: 19,25,31,32,36,38,40   30:      9,14,24,28,29,33,37,38,39 
11: 21,26,33,34,37,39,40   31:      10,13,19,25,27,29,32,36,38,40 
12: 23,35        32:    10,15,19,25,31,34,35,36,38,40 
13: 27,29,31,36,38     33:   11,14,21,26,28,30,34,37,39,40 
14: 28,30,33,37,39     34:      11,15,21,26,32,33,35,37,39,40 
15: 32,34,35,40      35:      12,15,32,34,40 
16: 1,6,17,18,27,36     36:      2,6,10,13,16,18,19,25,27,29,31,32,38,40 
17: 1,8,16,22       37:      3,7,11,14,20,21,26,28,30,33,34,39,40 
18: 2,6,16,19,27,36     38:      5,9,10,13,19,24,25,26,27,29,30,31,32,36,39,40 
19: 2,10,25,31,32,36,38,40  39:      5,9,11,14,21,24,25,26,28,29,30,33,34,37,38,40 
20: 3,7,21,28,37      40:      5,10,11,15,19,21,24,25,26,31,32,33,34,35,36,37,38,39 
 

Матрицу Х зададим в виде табл. 1, где по правилу редукции оставлены только те столбцы, 
которые соответствуют одиночным векторам, а для удобства чтения нули представлены пу-
стыми клетками.  

Одним из столбцов, обладающих минимальным числом единиц, является столбец 1, кото-
рый покрывают строки 1, 16 и 17. Эти варианты выбора строки для покрытия столбца 1 опре-
деляют три ветви дерева поиска с начальными вершинами, обозначенными номерами строк. 
Из покрывающих строк какого-либо столбца рекомендуется выбирать в первую очередь ту, ко-
торая содержит максимальное число единиц. Выбрав строку 16 и включив ее в текущее реше-
ние, придем к ситуации, представленной в табл. 2. Она получена из табл. 1 удалением покрыва-
емых ею столбцов 1 и 6 и строк, соответствующих интервалам, с которыми пересекается ин-
тервал, соответствующий строке 16. 
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Таблица 1 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
1 1               
2  1              
3   1             
4    1            
5     1           
6      1          
7       1         
8        1        
9         1       

10          1      
11           1     
12            1    
13             1   
14              1  
15               1 
16 1     1          
17 1       1        
18  1    1          
19  1        1      
20   1    1         
21   1        1     
22    1    1        
23    1        1    
24     1    1       
25     1     1      
26     1      1     
27      1       1   
28       1       1  
29         1    1   
30         1     1  
31          1   1   
32          1     1 
33           1   1  
34           1    1 
35            1   1 
36  1    1    1   1   
37   1    1    1   1  
38     1    1 1   1   
39     1    1  1   1  
40     1     1 1    1 

 
В ситуации, представленной в табл. 2, рассмотрим два варианта покрытия столбца 2 – стро-

ку 2 и строку 19. Выбираем строку 19 и, двигаясь дальше по дереву поиска, проходим его вер-
шины в последовательности 16, 19, 22, 35, 29, 37, 5 до получения покрытия, которое соответ-
ствует следующей ортогональной ДНФ, представленной в виде троичной матрицы (нумерация 
интервалов сохранена): 

37
35
29
22
19
16
5

0
1

0
1
0

1

1
0
1

1

0
1

1
1
1
0

1
1
0
1
0
0
0

1
1
0

0
1

54321













−

−

−

−

−













−

−

xxxxx

 

 
Ветвь дерева поиска с начальной вершиной 16 изображена на рис. 1. Движение вниз по вет-

вям прекращается, когда видно, что длина получаемого покрытия не меньше длины уже полу-
ченного. Например, пройдя последовательность 16, 19, 22, 35, 13, видим, что в соответствую-
щей таблице нет строки, покрывающей все столбцы. Следовательно, длина получаемого нового 
покрытия не может быть меньше семи. Эта ситуация представлена в табл. 3. 
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Таблица 2 

 
 3 4 5 7 8 9 11 12 13 14 15 

3 1           
4  1          
5   1         
7    1        
8     1       
9      1      

11       1     
12        1    
13         1   
14          1  
15           1 
19            
20 1   1        
21 1      1     
22  1   1       
23  1      1    
24   1   1      
26   1    1     
28    1      1  
29      1   1   
30      1    1  
33       1   1  
34       1    1 
35        1   1 
37 1   1   1   1  
39   1   1 1   1  

 
                                                                               16 

 
                                                  19                                                           2 

 
                                22                             8                             22                              8 

 
                    35            12               23             4               35             12                 23           4 

 
             29     13     29     13     29     13     35     12     29     13     29     13     29     13     35     12 
 
            37 
 
             5 

Рис. 1. Ветвь дерева поиска с начальной вершиной 16 
 
Дальнейший обход ветви дерева поиска с начальной вершиной 16 не приводит к меньшему 

покрытию. Перейдя к ветви с началом в вершине 17, действуем аналогичным образом. Эта 
ветвь изображена на рис. 2. Двигаясь в последовательности 17, 23, 36, 34, видим, что не полу-
чим покрытия с числом строк, меньшим семи. Кратчайшее покрытие дает последовательность 
17, 23, 36, 15, 37, 24. Дальнейший обход ветви с началом в вершине 17 так же, как и обход вет-
ви с началом в вершине 1, не дает покрытия с меньшим числом строк. Минимальная ортого-
нальная ДНФ заданной функции представлена матрицей 
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Таблица 3 

 
 3 5 7 9 11 13 14 
3 1       
5  1      
7   1     
9    1    

11     1   
13      1  
14       1 
20 1  1     
21 1    1   
24  1  1    
26  1   1   
28   1    1 
29    1  1  
30    1   1 
33     1  1 
37 1  1  1  1 
39  1  1 1  1 

 
 
                                                                                  17 
 
                                                   23                                                                    4 
 
                  36               19                    18                    2                     35                          12 
 
            34      15      34      15      32      20      21     27     6      36      19      18      36      19      18 
 
      20   3    37   13 
 
                   24 

Рис. 2. Ветвь дерева поиска с начальной вершиной 17 
 

Рассмотрим приведенный выше пример булевой функции, применив к нему метод нахожде-
ния наименьшего максимального независимого множества. Как было указано ранее, для при-
менения лексикографического перебора необходимо переупорядочить интервалы и, соответ-
ственно, вершины графа. Интервалы выстроим в следующем порядке: 

 
х1х2х3х4х5     х1х2х3х4х5     х1х2х3х4х5     х1х2х3х4х5     х1х2х3х4х5 

 1 – 1 0 1 –    9   0 1 0 1 –  17   1 0 0 1 –  25   1 – 0 1 0  33   0 0 1 1 1 
 2 – 0 1 1 –  10   1 1 1 – 0  18   1 0 – 1 1  26   0 0 1 0 1  34   1 1 1 1 0 
 3 1 0 – 1 –  11   0 0 1 – 1  19   1 – 0 1 1  27   0 1 1 0 0  35   1 1 0 1 1 
4 1 – 0 1 –  12   0 0 1 1 –  20   1 0 1 1 –  28   0 1 1 0 1  36   1 0 0 1 1 
5 1 – – 1 0  13   – 1 0 1 1  21   1 – 1 1 0  29   1 1 1 0 0  37   1 0 1 1 1 
6 0 – 1 0 1  14   – 0 1 1 1  22   1 1 0 1 –  30   0 1 0 1 1  38   1 0 0 1 0 
7 0 1 1 0 –  15   0 1 1 0 –  23   1 1 – 1 0  31   0 0 1 1 0  39   1 0 1 1 0 
8 – 1 1 0 0  16   – 1 0 1 0  24   1 0 – 1 0  32   0 1 0 1 0  40   1 1 0 1 0 

 
Задание графа пересечения интервалов списком окрестностей вершин представлено ниже: 
 
1:  4,5,9,13,16,19,22,23,25,30,32,35,40       7:  6,8,27,28  
2:  3,5,11,12,14,15,18,20,21,24,31,33,37,39      8:  7,10,27,29 
3:  2,4,5,14,15,17,18,19,20,21,24,25,36,37,38,39    9:  1,13,16,30,32 
4:  1,3,5,13,16,17,18,19,22,23,24,25,35,36,38,40    10:  5,8,23,29,34 
5:  1,2,3,4,10,15,16,17,20,21,22,23,24,25,34,38,39,40   11:  2,6,12,14,26,33 
6:  7,11,26,28               12:  2,11,14,15,31,33 
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13: 1,4,9,19,22,30,35             27:  7,8 
14: 2,3,11,12,18,20,33,37            28:  6,7 
15: 2,3,5,12,20,21,24,31,39           29:  8,10 
16: 1,4,5,9,22,23,25,32,40            30:  1,9,13 
17: 3,4,5,18,19,24,25,36,38           31:  2,12,15 
18: 2,3,4,14,17,19,20,36,37           32:  1,9,16 
19: 1,3,4,13,17,18,22,35,36           33:  2,11,12,14 
20: 2,3,5,14,15,18,21,24,37,39          34:  5,10,21,23 
21: 2,3,5,10,15,20,23,24,34,39          35:  1,4,13,19,22 
22: 1,4,5,13,16,19,23,25,35,40          36:  3,4,17,18,19 
23: 1,4,5,10,16,21,22,25,34,40          37:  2,3,14,18,20 
24: 2,3,4,5,15,17,20,21,25,38,39          38:  3,4,5,17,24,25 
25: 1,3,4,5,16,17,22,23,24,38,40          39:  2,3,5,15,20,21,24 
26: 6,11                 40:  1,4,5,16,22,23,25 
 

При таком упорядочении вершин уже первым в лексикографическом порядке максималь-
ным независимым множеством является {1, 2, 6, 8, 17, 34}. Продолжение процесса не даст мак-
симального независимого множества меньшей мощности. Соответствующая ортогональная 
ДНФ представлена матрицей 
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Распространение подхода на не полностью определенные функции. Задача минимизации 

не полностью определенной (частичной) булевой функции ставится как задача получения ми-
нимальной ДНФ, реализующей заданную функцию, т. е. принимающей значение, которое сов-
падает со значением этой функции везде, где оно определено. Обычно частичная булева функ-
ция задается двумя множествами: областью М 1 булева пространства аргументов, где функция 
имеет значение 1, и областью М 0, где функция имеет значение 0. Область, где значение функ-
ции неопределено (остальная часть булева пространства), обозначается символом М –. Класси-
ческий метод минимизации частичной функции предполагает нахождение всех максимальных 
интервалов в множестве М 1 ∪ М – и покрытие ими элементов множества М 1. Для получения 
ортогональной ДНФ кроме максимальных надо рассматривать и все немаксимальные интерва-
лы, а также учитывать их пересечение. Метод оказывается малоэффективным при слабой опре-
деленности заданной функции, поскольку многие интервалы являются бесполезными, находясь 
целиком в области М –. В связи с этим выделен класс слабо определенных функций и для них 
разработан метод минимизации [3]. Данный класс определяется соотношением мощностей 
множеств |М 1 ∪ М 0| << |М –|. Метод использует понятие интервально покрываемого множе-
ства, которое представляет собой подмножество множества М 1, такое, что существует интер-
вал, содержащий все его элементы и не пересекающийся с множеством М 0. Максимальное ин-
тервально покрываемое множество представляет собой интервально покрываемое множество, 
которое не является собственным подмножеством другого такого множества. Метод из рабо-
ты [3] сводит задачу минимизации слабо определенной булевой функции к получению крат-
чайшего покрытия элементов множества М 1 максимальными интервально покрываемыми мно-
жествами. 

Предлагаемый подход можно применять и для минимизации частичных, в том числе слабо 
определенных, функций в классе ортогональных ДНФ. Рассматриваются интервалы, связанные 
с интервально покрываемыми множествами, и граф пересечения этих интервалов. Получение 
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минимальной ортогональной ДНФ сводится к нахождению в данном графе наименьшего доми-
нирующего независимого множества, или наименьшего максимального независимого множе-
ства. При этом если интервально покрываемое множество Мj

1 является собственным подмно-
жеством интервально покрываемого множества Мi

1, а соответствующие им интервалы совпа-
дают, то Мj

1 исключается из рассмотрения. Далее рассматриваются только интервалы, связан-
ные с интервально покрываемыми множествами. Пусть частичная булева функция задана сле-
дующими матрицами, которые обозначены символами соответствующих множеств: 
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Ниже представлены интервально покрываемые множества, полученные путем лексикогра-

фического перебора, и связанные с ними интервалы в виде троичных векторов. Некоторые 
множества в этом списке отсутствуют. Например, отсутствует множество {2, 9}, поскольку оно 
является подмножеством множества {2, 8, 9}, а обоим этим множествам соответствует один 
и тот же интервал, представляемый троичным вектором (– 1 1 – 0): 

 
    х1х2х3х4х5          х1х2х3х4х5         х1х2х3х4х5 

1  {1}  0 0 1 0 1    8  {3,6}   1 0 – 1 0    15  {6,9}  1 – 1 1 0 
2  {1,4}  0 0 1 – 1    9  {3,6,7,8,9} 1 – – – 0    16  {7}  1 1 0 1 0 
3  {2}  0 1 1 0 0    10  {3,6,7,9}  1 – – 1 0    17  {7,8,9} 1 1 – – 0 
4  {2,8}  – 1 1 0 0    11  {4}   0 0 1 1 1    18  {7,9}  1 1 – 1 0 
5  {2,8,9} – 1 1 – 0    12  {5}   1 0 0 1 1    19  {8}  1 1 1 0 0 
6  {3}  1 0 0 1 0    13  {6}   1 0 1 1 0    20  {8,9}  1 1 1 – 0 
7  {3,5}  1 0 0 1 –    14  {6,8,9}  1 – 1 – 0    21  {9}  1 1 1 1 0 
 

Граф пересечений интервалов представлен списками окрестностей вершин: 
 
1:  2               12:  7 
2:  1,11              13:  8,9,10,14,15 
3:  4,5               14:  4,5,8,9,10,13,15,17,18,19,20,21 
4:  3,5,9,14,17,19,20          15:  5,8,9,10,13,14,17,18,20,21 
5:  3,4,9,10,14,15,17,18,19,20,21      16:  9,10,17,18 
6:  7,8,9,10             17:  4,5,9,10,14,15,16,18,19,20,21 
7:  6,8,9,10,12            18:  5,9,10,14,15,16,17,20,21 
8:  6,7,9,10,13,14,15          19:  4,5,9,14,17,20 
9:  4,5,6,7,8,10,13,14,15,16,17,18,19,20,21   20:  4,5,9,10,14,15,17,18,19,21 
10:  5,6,7,8,9,13,14,15,16,17,18,20,21     21:  5,9,10,14,15,17,18,20 
11:  2 

 
Начальная ситуация в поиске решения представлена в табл. 4. Дальнейшие действия выпол-

няются так же, как в случае полностью определенных функций. Дерево поиска изображено на 
рис. 3. Первое независимое доминирующее множество, полученное в процессе поиска, состав-
ляют вершины 2, 4, 7, 15 и 16. Затем получено наименьшее независимое доминирующее мно-
жество {2, 5, 8, 12}, которому соответствует следующая матрица: 
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Таблица 4 

 

 1 3 6 11 12 13 16 19 21 
1 1         
2 1   1      
3  1        
4  1      1  
5  1      1 1 
6   1       
7   1  1     
8   1   1    
9   1    1 1 1 
10   1   1 1  1 
11    1      
12     1     
13      1    
14      1  1 1 
15      1   1 
16       1   
17       1 1 1 
18       1  1 
19        1  
20        1 1 
21         1 

 
Начальная  
ситуация 

 2                                                           1 
 

                              7                12                                           5             4          3 
 

                   15            14          5 
 

           4                                    8 
 
          16 

 

Рис. 3. Дерево поиска минимальной ортогональной ДНФ 
 
Далее необходимо выполнить упрощение ДНФ, если это возможно, путем расширения ин-

тервалов. Естественно, что каждый интервал не должен пересекаться с множеством М 0 и ни 
с одним из интервалов, вошедших в решение. При таком расширении переменная х4 оказалась 
несущественным аргументом: 

 

12
8
5
2

1
0
0
1

0

1
1

0
0
1
0

1

0
54321









−
−
−
−

−







−

−

xxxxx

= 









−







−

−

0
1
0
1

0

1
1

0
0
1
0

1

0
5321 xxxx

. 

 



ЛОГИЧЕСКОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ 
LOGICAL DESIGN                                                                                                                                                           45 

 
На рассмотренном выше примере продемонстрируем действие метода, использующего 

нахождение наименьшего максимального независимого множества. Для лексикографического 
перебора упорядочим интервально покрываемые множества и соответствующие им интервалы 
следующим образом: 

 
     х1х2х3х4х5         х1х2х3х4х5        х1х2х3х4х5 

1  {3,6,7,8,9} 1 – – – 0    8  {3,6}  1 0 – 1 0    15  {5} 1 0 0 1 1 
2  {2,8,9}  – 1 1 – 0    9  {2,8}  – 1 1 0 0    16  {2} 0 1 1 0 0 
3  {7,8,9}  1 1 – – 0    10  {7,9}  1 1 – 1 0    17  {3} 1 0 0 1 0 
4  {6,8,9}  1 – 1 – 0    11  {8,9}  1 1 1 – 0    18  {7} 1 1 0 1 0 
5  {3,6,7,9}  1 – – 1 0    12  {6,9}  1 – 1 1 0    19  {6} 1 0 1 1 0 
6  {1,4}   0 0 1 – 1    13  {1}  0 0 1 0 1    20  {8} 1 1 1 0 0 
7  {3,5}   1 0 0 1 –    14  {4}  0 0 1 1 1    21  {9} 1 1 1 1 0 
 

Нумерацию вершин графа пересечения интервалов приведем в соответствие с нумерацией 
интервалов: 

 
1:  2,3,4,5,7,8,9,10,11,12,17,18,19,20,21  12:  1,2,3,4,5,8,10,11,19,21 
2:  1,3,4,5,9,10,11,12,16,20,21     13:  6 
3:  1,2,4,5,9,10,11,12,18,20,21     14:  6 
4:  1,2,3,5,8,9,10,11,12,19,20,21    15:  7 
5:  1,2,3,4,7,8,10,11,12,17,18,19,21   16:  2,9 
6:  13,14            17:  1,5,7,8 
7:  1,5,8,15,17          18:  1,3,5,10 
8:  1,4,5,7,12,17,19        19:  1,4,5,8,12 
9:  1,2,3,4,11,16,20        20:  1,2,3,4,9,11 
10:  1,2,3,4,5,11,12,18,21       21:  1,2,3,4.5,10,11,12 
11:  1,2,3,4,5,9,10,12,20,21       

 
Первым независимым множеством в процессе перебора оказалось {1, 6, 15, 16}. Дальней-

ший перебор не приводит к множеству с меньшей мощностью. Можно заметить, что поиск ре-
шения должен быть прекращен на этапе 7, так как А7 = {7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 
19, 20, 21}, В7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21} и А7 ∪ В7 ≠ V. Орто-
гональная ДНФ, построенная в соответствии с полученным наименьшим независимым множе-
ством, и результат расширения интервалов имеют следующий вид: 
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Заключение. Рассмотренные методы ортогонализации ДНФ гарантируют получение ми-

нимального числа элементарных конъюнкций в ортогональных ДНФ. В работе показано, как 
для решения данной задачи можно применить аппарат теории графов. В отличие от многих ме-
тодов ортогонализации ДНФ, предполагающих задание функции в произвольной ДНФ, предла-
гаемый подход рассчитан на представление функции в виде совершенной ДНФ. Данный под-
ход распространяется также на не полностью определенные булевы функции. Задача миними-
зации ортогональной ДНФ имеет неполиномиальную сложность [1], поэтому практическое 
применение любого метода, получающего точное решение этой задачи, весьма ограничено. По-
лезность точного метода, в частности, заключается в том, что с его помощью можно оценивать 
качество эвристических методов, а также определять направление процесса решения задачи 
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при создании эвристического метода. В качестве эвристического метода ортогонализации ДНФ 
можно предложить метод, который использует упорядочение вершин графа пересечения ин-
тервалов и получение в этом графе первого в лексикографическом порядке максимального не-
зависимого множества. 
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Аннотация. Исследование показателей надежности аппаратной части офисного суперкомпьютера проводи-
лось на примере кластера СКИФ-ГЕО-Офис РБ, разработанного в рамках научно-технической программы 
Союзного государства «СКИФ-НЕДРА» (2015–2018 гг.). Компоненты кластера расположены в малогаба-
ритной стойке на базе корпуса типа Full Tower «Aerocool Expredator Black».  
Приводятся реализованные в кластере базовые архитектурные принципы, его состав и структурно-
функциональная схема. Предлагается методическое обеспечение расчета надежности кластера с учетом 
предыдущих исследований авторов, обосновывается его структурная схема надежности. Даются форму-
лы расчета основных показателей надежности ядра и совокупности вычислительных средств (СВС) кла-
стера, анализируются последствия отказов его комплектующих.  
Предлагается математическая модель надежности (граф состояний) СВС кластера, позволяющая полу-
чать формулы для вычисления средней наработки на отказ и на сбой СВС. Оценивается надежность кла-
стера в целом по справочным данным о надежности его комплектующих и по данным эксплуатации су-
перкомпьютеров семейства СКИФ, вычисляются показатели надежности кластера.  
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Abstract. The study of measures of reliability of the hardware part of the office cluster was carried out on the 
example of the cluster SKIF-GEO-Office RB (further as “cluster”) developed within the framework of scientific 
and technical program "SKIF-NEDRA" (2015–2018, Program of the Union State of Russia and Belarus). 
The cluster components are located in a small rack on the basis of full Tower "Aerocool Expredator Black" 
type case.  
The basic architectural principles implemented in the cluster, the composition, structural and functional scheme 
of the cluster are given. The methodological support for calculating the reliability of the cluster, based on 
previous studies of the authors, and its structural scheme of reliability is justified. The choice of the main 
measures of reliability of the cluster core and the set of computing facilities is justified and formulas of 
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Введение. В рамках выполнения научно-технической программы Союзного государства 

«СКИФ-Недра» (2015–2018) [1] проводились исследования по разработке различных кластер-
ных суперкомпьютерных конфигураций, в том числе кластера СКИФ-ГЕО-Офис РБ, предна-
значенного для установки в отраслевых структурных подразделениях и обладающего неболь-
шими габаритами, весом, энергопотреблением и уровнем акустических шумов. Разработанный 
в результате кластер может применяться как для самостоятельного выполнения офисных науч-
ных расчетов, автоматизированного проектирования, обработки массивов данных, так и для 
разработки программ, подготовки данных и проведения предварительных расчетов в качестве 
дополнения к мощным высокопроизводительным кластерным системам.  

При создании кластера были использованы следующие базовые принципы [2]: 
– классическая кластерная архитектура с распределенной памятью; 
– работа под управлением операционной системы (ОС) типа Linux; 
– организация единой сети кластера Gigabit Ethernet (GbE), реализующей функции систем-

ной и вспомогательной сетей для MPI-обменов, файловых операций ввода-вывода и оптимиза-
ции параллельного выполнения программ; 

– реализация гибридных вычислительных узлов (ВУ) на базе чипов, в которых интегрирова-
ны ядра, и традиционных (классических) процессоров архитектуры x86-64 и GPU – гибридных 
процессоров APU (Accelerated Processing Unit); 

– реализация ВУ кластера на базе компактных компьютерных комплектов типа NUC; 



ИНФОРМАТИКА ▪ INFORMATICS 
50                                                                                                                  ТОМ ▪ VOL. 18     2|2021     С. ▪ P. 48–57 

 

 

– применение в структуре кластера одного выделенного управляющего узла, выполняющего 
функции управления вычислениями и подключения пользователей из локальной сети структур-
ного подразделения (офиса), а также функции файл-сервера; 

– применение в системе охлаждения кластера отечественных тепловых трубок и радиаторов 
для отвода тепла от процессоров. 

В настоящей статье рассматривается задача исследования и расчета показателей на-
дежности аппаратной части офисного суперкомпьютера на примере кластера СКИФ-ГЕО-               
Офис РБ. 

Компоненты кластера СКИФ-ГЕО-Офис РБ. Составляющие кластера расположены 
в малогабаритной стойке на базе корпуса типа Full Tower «Aerocool Expredator Black», габа-
риты изделия 620×232×605 мм, масса 36 кг. Интегральная пиковая производительность            
кластера при выполнении операций с плавающей точкой с двойной точностью составляет 
18 Тфлопс [3]. 

Работа кластера организована под управлением ОС Linux на основе последних версий дис-
трибутива Fedora с обновлениями для повышения производительности. Средством разработки 
параллельных программ является связка из стандартных компиляторов дистрибутива Linux 
(С/С++, Fortran) и библиотеки MPI. В качестве программных средств пакетной обработки зада-
ний используется свободно распространяемая версия системы пакетной обработки PBS Torque. 
Планировщик задач – свободно распространяемый программный пакет Maui.  

В состав кластера СКИФ-ГЕО-Офис РБ входят: 
– девять ВУ Intel NUC7i7BNH, Intel Core i7-7567U Processor (3.5/4.0 GHz, Dual Core/HT 

с расширением набора команд SSE 4.1/4.2, AVX 2.0, 4 MB Cache, 28 Вт), iGPU Intel Iris Graphics 
540 (300–950 MHz), 32 GB (2×16) DDR4, 512 GB Samsung SSD, интерфейсы Gigabit Ethernet, 
M.2, USB 3.0, SATA; 

– управляющий узел Intel NUC7i7BNH, Intel Core i7-7567U Processor (3.5/4.0 GHz, Dual 
Core/HT с расширением набора команд SSE 4.1/4.2, AVX 2.0, 4 MB Cache, 28 Вт), iGPU Intel Iris 
Graphics 540 (300–950 MHz), 32 GB (2×16) DDR4, 1.2 TB Intel SSD, интерфейсы Gigabit 
Ethernet, M.2, USB 3.0, SATA; 

– коммутатор Gigabit Ethernet Zyxel GS-1100-16; 
– корпус Full Tower «Aerocool Expredator Black»; 
– 10 блоков питания ВУ и управляющего узла по 65 Вт каждый; 
– блок питания вентиляторов и индикации PD-45A; 
– 12 патч-кордов 5E; 
– 10 радиаторов с запрессованными тепловыми трубками. 
Структурно-функциональная схема кластера показана на рис. 1, где УУ – управляющий узел, 

БП – блок питания вычислительного (управляющего) узла, АД – адаптер сетевой.  
 

 
Рис. 1. Схема кластера СКИФ-ГЕО-Офис РБ [1] 

 
Методическое обеспечение расчетов надежности кластера. Расчет показателей надежно-

сти кластера СКИФ-ГЕО-Офис РБ выполнен по методике оценки надежности кластерных вы-
числительных систем, предложенной канд. техн. наук, доцентом Л. И. Кульбаком [4]. Согласно 
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этой методике схема надежности кластера состоит из двух структурных частей – ядра кластера 
и СВС (узлов). Отказы составных частей СВС приводят к снижению производительности кла-
стера, а отказы частей ядра – к снижению до нуля.  

Согласно [4] в качестве основных и дополнительных показателей надежности выберем пока-
затели, приведенные в табл. 1. 

 
Таблица 1 

Показатели надежности кластера СКИФ-ГЕО-Офис РБ и его составных частей 

Показатели 
надежности Кластер в целом Ядро кластера СВС 

Основной 
Коэффициент сохра-
нения эффективности, 
Кэф.кластера 

Коэффициент  
готовности, КГ.я 

Коэффициент сохранения  
эффективности (потенциальной 
производительности), Кэф.СВС 

Дополнительный 1 Средняя наработка  
на отказ, То.кластера 

Средняя наработка 
на отказ, То.я 

Средняя наработка  
на отказ, То.СВС 

Дополнительный 2 Средняя наработка  
на сбой, Тсб.кластера 

Среднее время 
восстановления, Тв.я 

Средняя наработка  
на сбой, Тсб.СВС 

 
Отличительной характеристикой кластера является параллельное участие в вычислительном 

процессе большого количества ВУ. Исключение из вычислительного процесса одного или не-
скольких узлов не препятствует продолжению использования кластера по назначению, а лишь 
снижает его производительность. 

Под потенциальной (пиковой) производительностью кластера будем понимать производи-
тельность, которая достигается при работе всех узлов кластера. По мере уменьшения количе-
ства работоспособных ВУ коэффициент сохранения эффективности кластера падает. 

Пороговое (допустимое) уменьшение количества работоспособных ВУ в основном зависит 
от специфики конкретной прикладной задачи, выполняемой пользователем. В частности, если 
для решения прикладной задачи требуется определенное количество ВУ, то выход из строя не-
скольких ВУ кластера, не участвующих в вычислительном процессе, не оказывает влияния на 
эффективность ее выполнения. Если произошел отказ ВУ, задействованного в вычислительном 
процессе, то, как правило, прекращается расчет задачи. В результате определенных действий 
оператора происходит реконфигурация системы и выполнение задачи пользователя начинается 
заново. Такое событие в соответствии с ГОСТ 27.002–2015 «Надежность в технике. Термины 
и определения» называется сбоем. Критерием сбоя кластера является такое событие, когда по-
лучен неверный результат в задаче пользователя (теста) или произошло незапланированное 
прерывание вычислительного процесса и для устранения последствий достаточно провести 
повторные действия оператора, не требующие замены технических средств или настройки 
регулировок. При отказе кластера для восстановления его работоспособности необходимо 
осуществить ремонт или замену отказавшего оборудования. 

С учетом вышеизложенного получим равенство 

 эф.СВС
эф.кластера

 при работоспособном ядре кластера, 
 

0  при неработоспособном ядре кластера.
К

К
−= 

−                         
(1) 

 
Вероятность пребывания ядра кластера в работоспособном состоянии в произвольный мо-

мент времени представляет собой коэффициент готовности ядра Кг.я. Следовательно, выраже-
ние (1) можно записать в виде 

 эф.кластера г.я эф.СВСК К К= ⋅ . (2) 

Средняя наработка на сбой кластера будет равна средней наработке на сбой СВС: 

 ср.сб.кластера ср.сб.СВСТ Т= . (3) 
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Оценку показателей надежности кластера следует начинать с оценки влияния отказов его со-
ставных частей на коэффициент сохранения эффективности Кэф.кластера. 

В табл. 2 приведены составные части кластера, влияние их отказов на потенциальную про-
изводительность и способы восстановления работоспособности кластера. 

Таблица 2 

Способы восстановления работоспособности кластера при отказах его составных частей 

Составные части кластера Ущерб от отказа Способ 
восстановления 

ВУ Сбой кластера Реконфигурация 

Управляющий узел 
Отказ кластера 

Замена на другой 
управляющий узел 

Коммутатор сети (общая часть всех 
портов коммутатора) 

Замена на другой 
коммутатор сети 

Узел связи с ВУ (порт коммутатора, 
адаптер сети с кабелем) Сбой кластера Реконфигурация 

Вентилятор 

Повреждение Текущее  
восстановление 

Блок питания вентиляторов и индикации 
Радиаторы с запрессованными тепловыми 
трубками 
Корпус Full Tower «Aerocool Expredator 
Black» 
Патч-корд 5E 

 
В результате анализа влияния отказов составных частей кластера на его показатели надеж-

ности определена структурная схема надежности (ССН) ядра кластера (рис. 2). 

 
Рис. 2. ССН ядра кластера 

 
Таким образом, верно равенство 

я УУ чк.о  Λ = Λ + Λ , 

где Λя, ΛУУ, Λк.оч – интенсивности отказов ядра, управляющего узла и общей части (без учета 
портов) коммутатора кластера соответственно. 

Среднюю наработку на отказ (То.я) и коэффициент готовности (Кг.я) ядра кластера представим 
отношениями 

о.я я 1Т /= Λ , ( )г.я о.я о.я в.яК Т / Т Т= + ,   

где Тв.я – среднее время восстановления ядра кластера. 
Управляющий узел кластера, по сути, представляет собой ВУ кластера, предназначенный для 

выполнения дополнительных функций. С учетом этого рассмотрим ССН ВУ на рис. 3 и приме-
ним результаты расчетов его надежности к управляющему узлу. 

 
Рис. 3. ССН ВУ кластера 
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Согласно ССН ВУ интенсивность отказов вычислительного (управляющего) узла кластера 
(ΛВУ) определена выражением 

ВУ пр б.п с. а п.к ,    Λ = Λ + Λ + Λ + Λ  

где  Λпр , Λб.п , Λс.а и Λп.к – интенсивности отказов процессора, блока питания ВУ кластера, сете-
вого адаптера и порта коммутатора с кабелем соответственно. 

Среднюю наработку на отказ ВУ кластера получаем по формуле 

о.ВУ ВУ 1Т /= Λ . 

Определяем среднее время восстановления ядра кластера: 

в.я о.я УУ в.УУ к.оч в.к.оч(  )Т Т Т Т= Λ + Λ , 

где Тв.УУ и Тв.к.оч – среднее время восстановления управляющего узла кластера и общей части 
коммутатора соответственно. 

Математическая модель надежности СВС кластера. Для оценки показателей надежности 
СВС предлагается использовать ее модель состояний в процессе эксплуатации. Модель состоя-
ний СВС графически выглядит в виде ориентированного размеченного графа, узлами которого 
являются состояния объекта в процессе его эксплуатации, ориентированные ребра изображают 
пути перехода из одного состояния в другое, а разметка ребер показывает интенсивности пере-
ходов. Допустим, что процесс изменения состояний СВС при ее эксплуатации является дис-
кретным марковским процессом с конечным числом состояний и непрерывным временем, 
а потоки перехода СВС в другие состояния являются простейшими, т. е. имеют показательное 
распределение. 

Обозначим множество состояний СВС W и разделим его на два непересекающихся подмно-
жества: WРС – состояния СВС с принятой в качестве допустимой производительностью СВС, 
WНРС – состояния СВС с принятой в качестве недопустимой производительностью СВС. Выде-
лим из множества WРС подмножество состояний, из которых возможен непосредственный пере-
ход в множество WНРС, и обозначим его WРС-НРС. 

Примем стратегию восстановления СВС с обеспечением наибольшего коэффициента сохра-
нения эффективности, реализуемую введением экстренного восстановления ВУ. Обычное вос-
становление ВУ начинается сразу после его отказа и может осуществляться продолжительное 
время (сутки, недели, месяцы) в процессе использования кластера по назначению 
с уменьшенной производительностью. Восстановление работоспособности узлов производится 
в порядке очередности их отказов. После восстановления ВУ немедленно вводится в конфигу-
рацию кластера и становится доступным для ПО кластера. В случае накопления в составе СВС 
количества неработоспособных узлов более установленного числа n производится их экстрен-
ное восстановление. 

Отметим, что состояние СВС меняется при каждом отказе и восстановлении ВУ. Формально 
граф состояний СВС должен иметь (N0 + 1) состояние, где N0 – исходное число узлов в составе 
СВС. На практике время восстановления ВУ выбирается таким, чтобы в СВС накапливалось 
незначительное число (единицы) неработоспособных узлов. Примем предельное число нерабо-
тоспособных ВУ в составе СВС, после превышения которого вводится экстренное восстанов-
ление, n = 2. Вероятность накопления в системе более двух неработоспособных узлов по дан-
ным расчетов надежности кластерных конфигураций семейства СКИФ очень мала 
(примерно 0,005).  

Среднее время восстановления отказавшего узла в обычном случае принято Тв.ВУ.о = 168 ч 
(одна неделя), а в экстренном случае – Тв.ВУ.э = 8 ч.  Среднее время восстановления ядра класте-
ра Тв.я = 1,0 ч. 

Граф состояний СВС для принятой стратегии восстановления ВУ изображен на рис. 4, где               
Si – состояние СВC, когда в нем находятся i накопившихся неработоспособных ВУ (i = 0, 1, 
2, 3); S0 – исходное состояние СВC, когда все ВУ в СВC работоспособны и доступны для ПО 
кластера; Λi, i = 0, 1, 2, – интенсивность перехода СВC из состояния Si в состояние Si+1, включая 
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состояние S3, в котором вводится режим восстановления в экстренном случае; Vо – интенсив-
ность восстановления ВУ в обычном случае; Vэ – интенсивность восстановления ВУ 
в экстренном случае. 

 

 
Рис. 4. Граф состояний СВС 

 
По размеченному графу состояний (рис. 4) можно составить систему уравнений [5] с учетом 

замены одного уравнения на уравнение нормировки: 
 

0 0 0 1 0 1 0 0 0 2 0 2 1 1
3

1 Э 32 0
,   , , 1(  ) (  ) ,iР V Р V Р Р V Р V Р Р V PРΛ = + Λ = Λ + + Λ Λ + == ∑                (4) 

 
где Рi – вероятность пребывания СВC в состоянии Si. 

Рассмотрим значения переменной Λi, используемой в графе состояний СВС. Для кластера 
справедливо соотношение 

 

 ( )0 ВУ i N iΛ = − Λ ,  0, 1, 2i = ,                                                     (5) 
 
где ΛВУ – интенсивность отказов ВУ, N0 – количество ВУ в исходном состоянии СВС, i – коли-
чество накопившихся неработоспособных ВУ в СВС. 

Корнями системы уравнений (4) с учетом (5) являются равенства 
 

1 1 0Р B Р= ,  1 0 ВУ 0 В N / V= Λ ;                                                      (6) 

2 2 0 , Р В Р=

 

 

 

( ) 2
2 0 ВУ 0 0 ВУ 0{ } 1В N V N / V  Λ= Λ + − ;                                    (7)

 3 3 0 Р В Р=

 

, ( ) ( ) ( ){ }2 2
3 0 ВУ 0 0 ВУ 0 0 ВУ 0 0 ВУ 0 Э][ [ 1 ][ 1 2 ]В N V N V N – V N N / V V= Λ + − Λ + − Λ − Λ ;     (8)

 [ ] 1
0 1 2 3 1Р В В В −= + + + .                                                          (9) 

 
Средний коэффициент сохранения эффективности для режима восстановления в обычном 

случае рассчитывается согласно выражению 
 

 

2
ср.эф эф0 .i ii

K K P
=

=∑ , (10) 
 

где Кэф.i – коэффициент сохранения эффективности в i-м состоянии СВС, 
 
 ( )эф 0 0 .iК N – i / N=  (11) 

при 0,  1,  2i .=  
Вычисляем наработку на сбой СВС для режима восстановления в обычном случае: 

 2
сб.СВС 0

0 1 2 ВУ 0

1 1
( )

T
P P P N i

=
+ + Λ −∑ . (12) 

Λ0 Λ1 Λ2 

Vэ V0 V0 

S0 S1 S2 S3 
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Расчет надежности кластера. В табл. 3 приведены показатели безотказности компонентов 
ССН согласно статистическим данным эксплуатации кластерных конфигураций семейства 
СКИФ в Республиканском суперкомпьютерном центре коллективного пользования (РСКЦ КП) 
ОИПИ НАН Беларуси. 

 
Таблица 3 

Показатели безотказности составных частей ССН кластера [1] 

Составная часть ССН Интенсивность 
отказов, 10–6 1/ч 

Средняя наработка  
на отказ, ч 

Чип ВУ 31,125 32 128 
Блок питания ВУ 0,500 2 000 000 
Сетевой адаптер 0,213 46 948 356 
Порт коммутатора с кабелем 0,166 60 240 963 
Коммутатор 6,943 144 030 

 
В соответствии с ССН на рис. 3 и данными табл. 3 производим расчет надежности ВУ кла-

стера. Получаем интенсивность отказов ΛВУ = 32,004 10–61/ч, среднюю наработку на отказ               
То.ВУ = 31 246 ч и коэффициент готовности Кг.ВУ = 0,999 968 при среднем времени восстановле-
ния Тв.ВУ = 8,0 ч. 

Согласно ССН на рис. 2 и данным табл. 3 при расчете ядра кластера находим интенсивность 
отказов Λя = 38,947 10–61/ч и среднюю наработку на отказ То.я = 25 676 ч. Коэффициент готовно-
сти Кг.я = 0,999 961 при среднем времени восстановления Тв.я = 1,0 ч. 

На основании статистических данных эксплуатации кластерных конфигураций семейства 
СКИФ в РСКЦ КП ОИПИ НАН Беларуси установлены следующие значения переменных для 
эксплуатации кластера: исходное количество ВУ в СВС N0 = 9; допустимое число накопленных 
отказов ВУ n = 2; среднее время восстановления отказавшего ВУ в обычном случае Тв.ВУ.о = 168 ч 
(одна неделя); интенсивность восстановления ВУ в обычном случае V0 = 1/Тв.ВУ.о = 5,95 ‧ 10–31/ч; 
среднее время восстановления отказавшего ВУ в экстренном случае Тв.ВУ.э = 8 ч; интенсивность 
восстановления ВУ в экстренном случае VЭ = 1/Тв.ВУ.э = 0,125 1/ч. 

С учетом принятых данных и выражений (6)–(12) получим равенства 

В1 = 0,047 08; В2 = 0,0049; В3< 10–4; 

Р1 = 0,044 752; Р2 = 0,004 658; Р0 = 0,950 554; 

Кср.эф.СВС = 0,993 957; Тсб.СВС = 12 112 ч = 1,38 года. 

В соответствии с формулами (2), (3) находим значения показателей надежности кластера 
в целом: 

 
Кср.эф.кластера = Кг.я ‧ Кср.эф.СВС = 0,999 961 · 0,993 957 = 0,993 918; 

То.кластера = То.Я = 25 676 ч = 2,93 года; Тсб.кластера = Тсб.СВС = 12 112 ч = 1,38 года. 
 
Заключение. Согласно проведенной оценке надежности кластера в целом, основанной на 

вычислении показателей надежности по справочным данным о надежности компонентов и ком-
плектующих элементов, сведениям об эксплуатации суперкомпьютеров семейства СКИФ и по-
лученным расчетным соотношениям были определены показатели надежности кластера       
СКИФ-ГЕО-Офис РБ. Вычисления выполнялись с учетом значений показателей надежности 
составных частей ССН кластера и принятых исходных данных: номинального количества ВУ 
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в СВС N0 = 9, предельного числа неработоспособных ВУ в составе СВС до введения экстрен-
ного восстановления n = 2, среднего времени восстановления ВУ в обычном случае 168 ч                
(неделя) и экстренном случае 8 ч, среднего времени восстановления ядра кластера 1 ч. В ре-
зультате получены: средний коэффициент сохранения эффективности Кср.эф.кластера = 0,993 918, 
средняя наработка на отказ кластера То.кластера = 2,93 года, наработка на сбой кластера              
Тсб.кластера = 1,38 года. 

Приведенный расчет показателей надежности разработанного офисного кластера СКИФ-
ГЕО-Офис РБ позволяет определить наиболее эффективные стратегии его эксплуатации, 
а также подходы к проектированию и применению архитектурных и структурных решений кла-
стерных суперкомпьютерных конфигураций.  

К основным направлениям обеспечения необходимых показателей надежности можно от-
нести: 

– корректный расчет состава и обеспечение комплектности восстанавливаемого набора за-
пасных частей; 

– минимизацию количества составных частей ядра кластера, например, за счет использова-
ния в структуре кластера двух выделенных управляющих узлов (основного и резервного) для 
управления вычислениями и подключения пользователей из внешней локальной сети, органи-
зации системной сети для MPI-обменов и командной (вспомогательной) сети для оптимизации 
параллельного выполнения программ. 

Предложенная методика расчета надежности аппаратной части офисного кластера была ис-
пользована при оценке показателей надежности созданного в 2020 г. в ОИПИ НАН Беларуси 
опытного образца офисного кластера СКИФ-ГРИД-СНГ-Офис (12 ВУ, включая управляющий 
узел; интегральная пиковая производительность  при выполнении операций с плавающей точ-
кой с двойной точностью равна 22 Тфлопс) [6]. 

Вклад авторов. Мартинович Т. С. – проведение расчета надежности офисного кластера по 
статистическим данным эксплуатации кластерных конфигураций семейства СКИФ в РСКЦ КП 
ОИПИ НАН Беларуси; Парамонов Н. Н. – научное руководство исследованием, методическое 
обеспечение расчетов надежности кластера, проверка полученных результатов; Рымарчук А. Г. –
изучение и решение вопросов, связанных с достоверностью данных о составе технических 
средств и данных по эксплуатации кластерных конфигураций; Чиж О. П. – разработка концеп-
ции исследования, критический пересмотр содержания и утверждение окончательного варианта 
статьи для публикации. 

 
Список использованных источников 

 
1. Белорусские суперкомпьютеры семейства СКИФ / Н. Н. Парамонов [и др.] ; Объединенный инсти-

тут проблем информатики Национальной академии наук Беларуси. – Гомель : Вечерний Гомель-Медиа, 
2020. – 268 с. 

2. Белорусские кластеры семейства «СКИФ-ГЕО» / М. Е. Кулешова [и др.] // Седьмой Нац. супер-
компьютерный форум : сб. докл., Переславль-Залесский, 27–30 нояб. 2018 г. / Институт программных 
систем РАН. – Режим доступа: http://2018.nskf.ru/TesisAll/00_Plenar/051_ RymarchukAG.pdf/. – Дата до-
ступа: 20.06.2020. 

3. Малогабаритный офисный кластер семейства СКИФ-ГЕО-Офис РБ [Электронный ресурс] / 
М. Е. Кулешова [и др.] // Шестой Нац. суперкомпьютерный форум : сб. докл., Переславль-Залесский,  
28 нояб. – 01 дек. 2017 г. / Институт программных систем РАН. – Режим доступа: http://2017.nscf.ru/ 
nauchno-prakticheskaya-konferenciya/tezisy-dokladov/. – Дата доступа: 20.06.2020. 

4. Анищенко, В. В. Модели надежности кластерных вычислительных систем / В. В. Анищенко, 
Л. И. Кульбак, Т. С. Мартинович // Вес. Нац. акад. навук Беларусi. Cер. фiз.-тэхн. навук. – 2008. – № 1. – 
С. 89–99. 

5. Викторова, В. С. Модели и методы расчета надежности технических систем / В. С. Викторова,  
А. С. Степенянц. – Изд. 2-е, испр. – М. : Ленанд, 2016. – 256 с. 

6. Компактный вычислительный кластер : пат. РБ на полезную модель № 12417, МПК 606F / А. Г. Ры-
марчук, А. Н. Евдокимчиков, В. В. Мазюк, С. В. Кругликов, Н. Н. Парамонов, О. П. Чиж, В. Е. Маршало-
вич, В. В. Мурашко, Е. И. Печковский. – Опубл. 30.10.2020.  



ЗАЩИТА ИНФОРМАЦИИ И НАДЕЖНОСТЬ СИСТЕМ 
INFORMATION PROTECTION AND SYSTEM RELIABILITY                                                                                             57 

 

 

References  
 

1. Paramonov N. N., Tchij O. P., Rymarchuk A. G., Ablamejko S. V., Anishchenko V. V., Kruglikov S. V., 
Tuzikov A. V. Belorusskie superkomp'yutery semejstva SKIF. Belarusian Supercomputers of the SKIF Family, 
Gomel, Vechernij Gomel'-Media, 2020, 268 р. (In Russ.). 

2. Kuleshova M. E., Paramonov N. N., Rymarchuk A. G., Tchij O. P. Belarusian clusters of the SKIF-GEO 
family. Sed'moj Nacional'nyj superkomp'juternyj forum: sbornik dokladov, Pereslavl'-Zalesskij, 27–30 nojabrja 
2018 g. Institut programmnyh sistem Rossijskoj akademii nauk [7th National Supercomputer Forum:            
Collection of Reports, Pereslavl-Zalessky, 27 November – 30 November 2018. Program Systems Institute of the 
Russian Academy of Sciences] (In Russ.). Available at: http://2018.nskf.ru/TesisAll/00_Plenar/051_Rymar-
chukAG.pdf/ (accessed 20.06.2020). 

3. Kuleshova M. E., Murashko N. N., Paramonov N. N., Rymarchuk A. G., Tchij O. P. Small office cluster of 
the Belarusian SKIF family-GEO-Office. Shestoj Nacional'nyj superkomp'juternyj forum: sbornik dokladov, 
Pereslavl'-Zalesskij, 28 nojabrja – 01 dekabrja 2017 g. Institut programmnyh sistem Rossijskoj akademii nauk 
[6th National Supercomputer Forum: Collection of Reports, Pereslavl-Zalessky, 28 November – 01 December  
2017. Program Systems Institute of the Russian Academy of Sciences] (In Russ.). Available at: 
http://2017.nscf.ru/ nauchno-prakticheskaya-konferenciya/tezisy-dokladov/ (accessed 20.06.2020). 

4. Anishchenko V. V., Kulbak L. I., Martinovich T. S. Reliability models of cluster computing systems. Vestsі 
Natsyianal’nai akademіі navuk Belarusі. Seryia fizika-technichnykh navuk [Proceedings of the National               
Academy of Sciences of Belarus. Physical-technical series], 2008, no. 1, pp. 89–99 (In Russ.). 

5. Viktorova V. S., Stepenyanc A. S. Modeli i metody rascheta nadezhnosti tekhnicheskih sistem. Models and 
Methods for Calculating the Reliability of Technical Systems. Moscow, Lenand, 2016, 256 р. (In Russ.). 

6. Rymarchuk A. G., Evdokimchikov A. N., Mazjuk V. V., Kruglikov S. V., Paramonov N. N., …,                  
Pechkovskij E. I. Kompaktnyj vychislitel'nyj klaster: patent Respubliki Belarus' na poleznuju model' № 12417, 
MPK 606F. Compact Computing Cluster: patent of the Republic of Belarus for Utility Model no. 12417, MPK 
606F. Publ. date 30.10.2020 (In Russ.). 

 
 

Информация об авторах  Information about the authors 
 

Мартинович Татьяна Сергеевна, научный сотруд-
ник, Объединенный институт проблем информатики 
Национальной академии наук Беларуси.  
E-mail: martintan@newman.bas-net.by 
 

Парамонов Николай Николаевич , кандидат техниче-
ских наук, доцент, ведущий научный сотрудник, 
Объединенный институт проблем информатики           
Национальной академии наук Беларуси. 
E-mail: nick@newman.bas-net.by  
 

Рымарчук Александр Григорьевич, главный кон-
структор проекта, Объединенный институт проблем 
информатики Национальной академии наук Бела-
руси. 
E-mail: rymarchuk@newman.bas-net.by  
 

Чиж Олег Петрович, кандидат физико-матема-
тических наук, заведующий лабораторией высоко-
производительных систем, Объединенный институт 
проблем информатики Национальной академии наук 
Беларуси.  
E-mail: otchij@newman.bas-net.by  

 Tatyana S. Martinovich, Researcher, The United                  
Institute of Informatics Problems of the National               
Academy of Sciences of Belarus.  
E-mail: martintan@newman.bas-net.by 
 

Nikolaj N. Paramonov , Cand. Sci. (Eng.), Associate 
Professor, Leading Researcher, The United Institute of 
Informatics Problems of the National Academy of              
Sciences of Belarus.  
E-mail: nick@newman.bas-net.by  
 

Aleksandr G. Rymarchuk, Chief Designer of the Project, 
The United Institute of Informatics Problems of the 
National Academy of Sciences of Belarus. 
E-mail: rymarchuk@newman. bas-net.by  
 

Oleg P. Tchij, Cand. Sci. (Phys.-Math.), Head of the 
Laboratory of High-Performance Systems, The United 
Institute of Informatics Problems of the National                       
Academy of Sciences of Belarus.  
E-mail: otchij@newman.bas-net.by  

 

mailto:nick@newman.bas-net.by
mailto:rymarchuk@newman.bas-net.by
mailto:martintan@newman.bas-net.by
mailto:nick@newman.bas-net.by


ИНФОРМАТИКА ▪ INFORMATICS 

58                                                                                                                  ТОМ ▪ VOL. 18     2|2021     С. ▪ P. 58–71 

 

 

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ 

INFORMATION TECHNOLOGIES  

 

 

УДК 004.89, 004.421, 519.688                                                                                                             Оригинальная статья 

https://doi.org/10.37661/1816-0301-2021-18-2-58-71                                                                                        Original Paper 
 

 

Интеллектуальный анализ качества учебного  

контента по статистике успеваемости студентов  

в системе управления обучением «Скорина»
1
 

 

А. Г. Савенко 
 

Институт информационных технологий  

Белорусского государственного университета  

информатики и радиоэлектроники, 

ул. Козлова, 28, Минск, 220037, Беларусь 
E-mail: savenko@bsuir.by 
 

Аннотация. Анализируются достоинства и недостатки дистанционной формы получения образования, 

специфики организации учебного процесса и использования учебного контента для такой формы обуче-

ния. Указываются проблемы оценки качества образовательного контента для дистанционного образова-

тельного процесса и его эффективности. Описываются структура разрабатываемой системы управления 

обучением «Скорина» и механизмы создания учебного контента, процесса обучения, аттестации обучае-

мых и сбора статистики успеваемости. Приводятся математическая модель образовательного процесса 

системы управления обучением «Скорина» и подход к оценке знаний обучаемых. 

Предлагается реализация функциональной схемы и алгоритма работы модуля интеллектуального анализа 

качества учебного контента системы управления обучением «Скорина». Модуль предназначен для выяв-

ления недостатков учебного контента и совершенствования материалов, объективно вызывающих труд-

ности у студентов при изучении отдельных вопросов или тем изучаемых дисциплин на основании стати-

стических данных успеваемости студентов. Связь конкретных частей учебного контента с опреде-

ленными вопросами контрольных тестов реализуется посредством специальных меток, создаваемых при 

разработке содержания изучаемых дисциплин. Алгоритм интеллектуального анализа позволяет опреде-

лять и исключать из статистической выборки студентов, характеристики успеваемости которых объек-

тивно не связаны с качеством учебного контента. 
 

Ключевые слова: интеллектуальный анализ данных, академическая успеваемость, учебный контент, 

оценка качества процесса обучения, статистика успеваемости студентов, система управления обучением, 

графовая модель образовательного процесса 
 

Для цитирования. Савенко, А. Г. Интеллектуальный анализ качества учебного контента по статистике 

успеваемости студентов в системе управления обучением «Скорина» / А. Г. Савенко // Информатика. – 

2021. − Т. 18, № 2. – С. 58–71. https://doi.org/10.37661/1816-0301-2021-18-2-58-71 
 

Конфликт интересов. Автор заявляет об отсутствии конфликта интересов. 

 

 
 

Поступила в редакцию | Received 30.12.2020 

Подписана в печать | Accepted 13.01.2021 

Опубликована | Published 26.06.2021 

                                                 
© Савенко А. Г., 2021 
 

https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.37661/1816-0301-2021-18-2-58-71&domain=pdf&date_stamp=2021-06-26


ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ  

INFORMATION TECHNOLOGIES                                                                                                                                    59 

 

 

Intelligent analysis of the quality of educational  

content on statistics of student performance  

in the learning management system "Scorina" 
 

Andrei G. Savenko 
 

Institute of Information Technologies of the Belarusian State  

University of Informatics and Radioelectronics 

st. Kozlova, 28, Minsk, 220037, Belarus 
E-mail: savenko@bsuir.by 
 

Abstract. The article provides the analysis of the advantages and disadvantages of distance education, the specifics 

of educational process and the use of educational content for this form of education. The problems of assessing 

the quality of educational content for the distance educational process and its effectiveness are determined.             

The structure of the developed learning management system "Scorina" and the mechanisms for creating                

educational content, the learning process, attestation of students and the collection of progress statistics are               

described. A mathematical model of educational process of learning management system "Scorina", and                   

approach to assessing the knowledge of students are presented.  

The implementation of functional diagram and the algorithm of the module for the intelligent analysis of the 

quality of educational content of learning management system "Scorina" is proposed. The module is designed to 

identify the shortcomings in educational content and to improve the materials that could cause the difficulties for 

students when studying certain issues or topics of the disciplines are studied based on statistical data of student 

performance. The connection of specific parts of educational content with specific questions of control tests is 

implemented through special labels created during the development of the content of the studied disciplines.        

The mining algorithm allows to identify and exclude from the statistical sample the information of the students 

whose academic performance characteristics are not objectively related to the quality of educational content. 
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Введение. В настоящее время наиболее перспективной и быстроразвивающейся формой по-

лучения образования является дистанционная. Это обусловлено как внешними по отношению 

к системе образования факторами (например, пандемией вируса Covid-19), так и внутренними 

(общей цифровизацией всех сфер общественной жизни, необходимостью наращивания экспор-

та образовательных услуг и др.). В качестве отдельных факторов развития дистанционной фор-

мы получения образования можно выделить ее преимущества в сравнении с традиционными 

формами: возможность внедрения и использования в учебном процессе виртуальной и допол-

ненной реальностей [1, 2], инклюзивность образовательного процесса [3], экономическую эф-

фективность дистанционной формы образования [4], использование инновационных информа-

ционно-коммуникационных технологий в образовании [5], реализацию игрового подхода 

в обучении [6], возрастающую конкуренцию на рынке образовательных услуг и т. д. 

За последние годы для нужд образования были разработаны средства тестирования обучае-

мых, электронные учебные пособия, справочники и программы-тренажеры. Интенсивное раз-

витие сетевых технологий, средств передачи информации в сети Интернет и их широкое рас-

пространение в самых разных сферах человеческой деятельности существенно расширили 

возможности учебных заведений и преподавателей при организации образовательного про-

цесса.  

Во время разработки системы управления обучением «Скорина» были проанализированы 

существующие формально-алгоритмическое обеспечение и программные системы для органи-
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зации современного образовательного процесса [7, 8]. Были выявлены достоинства и недостат-

ки используемых методов и средств для передачи учебно-методического материала, взаимо-

действия преподавателей и обучающихся в системе образования. Одним из основных недостат-

ков существующих решений в области организации процесса обучения является недостаточно 

эффективное использование системного подхода, которое позволяет обеспечить процесс взаи-

мосвязи и взаимодействия основных компонентов системы образовательного процесса: мате-

матического, алгоритмического и программного обеспечения. 

Исследование проводилось с целью органически увязать все изложенные факты в единую 

систему образования, разработать модули системы управления обучением для усовершенство-

вания существующего образовательного процесса (например, интеллектуального анализа каче-

ства учебного контента). Использование такого подхода может повысить эффективность орга-

низации современного образовательного процесса путем создания единого информационно-

образовательного пространства для подготовки высококвалифицированных специалистов. 

Проблемы оценки качества образовательного контента для дистанционного образова-

тельного процесса и его эффективности. Наряду с наличием неоспоримых преимуществ ди-

станционная форма получения образования отличается, однако, недостаточной готовностью 

учреждений образования к качественной подготовке специалистов, обусловленной необходи-

мостью изменения подхода к образовательному процессу, трансформацией роли преподавателя 

и изменением формы и содержания образовательного контента. 

Рассмотрим проблему качества и приемлемости образовательного контента для дистанци-

онной формы получения образования и подходы к решению данной проблемы. Традиционные 

учебные материалы (для очной и заочной форм получения образования) по своей форме и со-

держанию не в полной мере соответствуют возможностям современных систем управления 

обучением, используемым при дистанционном обучении, а также запросам со стороны потре-

бителей образовательных услуг. Учебный контент для дистанционной формы обучения должен 

быть интерактивным, наглядным и соответствующим образом структурированным [9].  

Как правило, студенты справляются с изучением учебных дисциплин по-разному. Это обу-

словлено различной базовой подготовкой, индивидуальными способностями к изучению мате-

риала, уровнем ответственности, прилагаемыми усилиями и индивидуальным состоянием обу-

чаемого. Может сложиться ситуация, когда студент-отличник плохо справляется с изучением 

конкретного модуля, темы или дисциплины, о чем будет свидетельствовать статистика про-

хождения соответствующей промежуточной или текущей аттестации. Безусловно, данный факт 

еще не является показателем плохого качества учебного материала. Если же доля таких студен-

тов будет более высокой (например, выше средних статистических показателей для соответ-

ствующих модулей у студентов очной формы получения образования) или большинство сту-

дентов будут испытывать затруднения при ответе на один или одни и те же вопросы, то это 

может свидетельствовать о недостатках методики преподавания и изложения материала [10]. 

Следовательно, существует необходимость улучшения определенной части учебного контента. 

Исходными данными для выявления таких причинно-следственных связей может выступать 

статистика успеваемости обучаемых по изучаемым дисциплинам (модулям дисциплины или 

конкретным разделам) [11]. Применительно к электронным средствам обучения (ЭСО), в част-

ности, для дистанционной формы получения образования получение данной статистики авто-

матизировано и не представляет особых трудностей для ее использования и интеллектуального 

анализа. 

Математическая модель образовательного процесса в системе управления обучением 

«Скорина». На рис. 1 показана упрощенная схема образовательного процесса в системе управле-

ния обучением «Скорина», где обозначено множество обучаемых   {  ,    ,  ̅̅ ̅̅ ̅}, | |   ,              

   – количество всех обучаемых; множество всех изучаемых дисциплин   {  ,    ,  ̅̅ ̅̅ ̅̅ },  

| |   ,    – количество всех дисциплин; подмножества обучаемых, изучающих дисциплину dj,        

    {   ,    ,   
̅̅ ̅̅ ̅̅ ,           },      , |   |    ,    – количество студентов, изучающих 

дисциплину dj. При этом данные подмножества могут быть пересекающимися (Sd1 ∩ Sd2, …,              

Sd1 ∩ Sdm-1; Sdm-1 ∩ Sdm-2, …). 
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Рис. 1. Упрощенная схема процесса обучения  

в системе управления обучением «Скорина» 

 

Представим данную схему в виде графа G (V, E); S, D ⸦ V, где подмножеству вершин si 

инцидентны ребра, входящие в вершины dj подмножества D (рис. 2). Тогда e(sdj, dj) ϵ E. 
 

 
 

Рис. 2. Графовая модель «обучаемый – изучаемая  

дисциплина» в системе управления обучением «Скорина» 

 

Система управления обучением «Скорина» имеет модульную структуру, учебный контент 

создается непосредственно в конструкторе дисциплин самой системы. Он может быть пред-

ставлен в одном или нескольких форматах: текстово-графическом; видеоформате; в виде 

файлов презентаций, пособий, книг, виртуальных лабораторных и практических занятий. 

Структура учебной дисциплины имеет свою иерархию – три уровня вложенности (дисципли-

на – модуль – блок). Первый уровень иерархии – дисциплина dj, второй – модуль дисципли-

ны mdjk (конкретная глава или тема дисциплины). Количество модулей в дисциплине теоре-

тически не ограничено и определяется необходимостью разбиения дисциплины на конк-

ретные темы. Характеристическое свойство множества модулей Mdj дисциплины dj имеет вид 

    {    ,    ,   
̅̅ ̅̅ ̅̅ ,       },  |   |    ,    – количество модулей дисциплины dj. Третий уро-

вень – материалы по теме модуля (это блоки теоретического лекционного материала, блоки 

лабораторных работ по модулю, блоки практических занятий). После изучения и выполнения 

каждого блока материалов по модулю предусмотрено пробное и контрольное тестирование. 

Пробное тестирование предназначено для самоконтроля студентов и предполагает закрытое 

тестирование с автоматическим выставлением его результата. Контрольное тестирование мо-

жет быть гибридным (открытые, закрытые вопросы, сопоставления и т. п.). Статистика про-

хождения контрольного тестирования сохраняется в базе данных и включает информацию по 

вопросам, на которые даны правильные и неправильные ответы; время прохождения тестиро-

вания; количество попыток прохождения теста; оценку за тестирование; минимальный про-

ходной балл, установленный преподавателем [12, 13]. Обобщенная графовая модель образо-

вательного процесса с контрольным тестированием на уровне модулей в системе управления 

обучением «Скорина» представлена на рис. 3. 
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Рис. 3. Обобщенная графовая модель образовательного  

процесса с контрольным тестированием на уровне модулей  

 

Как видно из рис. 3, модель представляет собой взвешенный мультиграф. Весом ребер, ин-

цидентных вершинам si и mk, являются время прохождения контрольного тестирования по мо-

дулю mk и оценка контрольного теста по модулю mk, полученная конкретным обучаемым (на 

рис. 3 разные обучаемые и вес инцидентных им ребер обозначены различным цветом). Весом 

ребер, инцидентных вершинам si и dj, является средний балл конкретных студентов по кон-

кретным дисциплинам (на рис. 3 обозначено как «сред. балл»). Весом ребер, инцидентных 

вершинам mk и dj, являются средние баллы прохождения контрольного тестирования по моду-

лю всех обучаемых, изучающих данный модуль (на рис. 3 обозначено как «сред. балл*» и каж-

дый модуль обозначен разным цветом). 

При создании учебного контента и вопросов контрольного тестирования ставятся тематиче-

ские метки (определенный идентификатор, например «1», «2», «3», …). Тематическая метка 

идентифицирует определенную часть учебного контента (абзац или предложение текста, опре-

деленный хронометраж видеолекции, определенные слайды презентации или ее всю). При со-

здании контрольного теста каждый его вопрос соотносится с соответствующей тематической 

меткой учебного контента. Таким образом, можно отслеживать тематические метки, соответ-

ствующие вопросам, на которые были даны верные и неверные ответы при контрольном тести-

ровании. Графовая модель GM, иллюстрирующая связь определенных частей образовательного 

контента и вопросов контрольных тестов, показана на рис. 4.  

 

 
Рис. 4. Графовая модель связи определенных частей  

учебного контента с вопросами контрольного теста 
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Как видно из рис. 4, максимальный порядок графа |V(GM)|  = 4a, где a – количество выде-

ленных частей учебного контента при его создании в конструкторе дисциплин. Степень вершин 

графа d(v) > 1 может быть только у вершин, образующих подмножества вопросов контрольных 

тестов и меток этих вопросов, формируемых в редакторе тестов. Это значит, что для ответа на 

вопрос контрольного тестирования необходимы знания, содержащиеся в нескольких частях 

учебного контента, обозначенных соответствующими метками. Минимальная степень вершин 

графа δ(GM) = 1.  

Использование графовой модели образовательного процесса имеет свои преимущества.             

Во-первых, геометрическая интерпретация графовой модели дает возможность наглядного ана-

лиза данных и процессов. Во-вторых, матричная интерпретация обеспечивает эффективную 

обработку информации на ЭВМ, что позволяет автоматизировать процесс получения статисти-

ческих данных успеваемости обучаемых в системе управления обучением «Скорина». Так как 

модель представляет собой мультиграф, количество связей между вершинами не ограничено. 

За счет этого в схему данных можно добавлять новые отношения, дополняя тем самым стати-

стические данные. Кроме того, графовая схема данных имеет ряд преимуществ в сравнении 

с реляционной [14, 15]. 

Оценка знаний обучаемых и получение статистики успеваемости. При создании кон-

трольного теста по модулю дисциплины или блоку модуля преподаватель для каждого вопроса 

выбирает его тип: закрытый (необходимо выбрать правильный (или правильные) ответ из 

предложенных), открытый (необходимо дать развернутый ответ на поставленный вопрос) или 

сопоставление (в соответствии с поставленным заданием необходимо соотнести определенные 

блоки или расположить их в установленной последовательности). На вопросы закрытого типа 

и сопоставления преподаватель помечает правильный вариант ответа. Также предусмотрено 

задание веса вопроса в формировании итоговой оценки по контрольному тесту. Оценка знаний 

по результатам прохождения тестов с вопросами открытого типа и сопоставления производится 

системой в автоматическом режиме с учетом весов вопросов (если они заданы) или пропорцио-

нально количеству вопросов (если весы не заданы). Оценка контрольных тестов, содержащих 

вопросы открытого типа, выставляется в личном кабинете преподавателя после проверки раз-

вернутых ответов обучаемого. 

Важными статистическими данными успеваемости обучаемых в системе управления обуче-

нием «Скорина» являются также количество правильных и неправильных ответов на каждый 

вопрос контрольного теста всеми студентами, прошедшими данный тест, количество попыток и 

время прохождения контрольного теста каждым обучаемым. Количество правильных и непра-

вильных ответов определяет трудность заданий контрольного теста. Доля правильных ответов 

определяется по формуле 
 

    
      

 
 , 

(1) 

где Righti – количество всех правильных ответов на i-й вопрос теста; z – количество обучаемых, 

ответивших на i-й вопрос теста; доля неправильных ответов – по формуле 

 

    
      

 
 ,    (2) 

где Wrongi – количество всех неправильных ответов на i-й вопрос теста. 

Общий уровень успеваемости определяется как среднее значение балла, полученного всеми 

обучаемыми, изучающими конкретный блок модуля (модуль дисциплины): 

     
∑   

 
   

 
 , (3) 

где Bi – балл каждого i-го обучаемого, изучающего блок модуля (модуль дисциплины). 
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Сумма квадратов отклонений значений баллов от среднего арифметического называется ва-

риацией и определяется выражением  

     ∑        
 
,    (4) 

где    – количество правильных ответов обучаемого. 

Чем меньше значение вариации, тем более похожа сложность заданий контрольного теста 

и все обучающиеся решают задачу одинаково (например, не допускают ошибок или все допус-

кают максимальное количество ошибок). Проанализировав значение показателя вариации, 

можно сделать вывод, что задача является либо слишком простой, либо слишком сложной. Од-

нако значение RSSA прямо пропорционально зависит от количества обучаемых, изучающих 

данную дисциплину (чем больше обучаемых, тем больше значение суммы квадратов отклоне-

ний значений баллов от среднего арифметического). Более объективным показателем будет яв-

ляться дисперсия, которая учитывает количество обучаемых q, изучающих определенный блок 

модуля (модуль дисциплины), и определяется по формуле  
 

    
    

    

   
 .  (5) 

где q > 1. 

Маленькое значение дисперсии говорит о том, что большинство обучаемых либо верно вы-

полняют задания контрольного теста, либо, наоборот, неверно, т. е. задания являются либо 

очень простыми, либо очень сложными. 

Исходные данные и функциональная схема модуля интеллектуального анализа каче-

ства учебного контента. Модуль интеллектуального анализа качества учебного контента 

предназначен для выявления и совершенствования материалов учебного контента, объективно 

вызывающих трудности у студентов при изучении дисциплин. 

В соответствии с общими принципами интеллектуального анализа информации [16, 17] для 

его проведения необходимо располагать нормализованными исходными данными. В рассмат-

риваемом случае исходными данными (в том числе полученными на основании статистики 

прохождения контрольных тестов всех студентов) являются: 

– рациональный процент успеваемости студентов. На первом этапе можно взять средний 

балл прохождения аттестации студентов по классической очной форме получения образования. 

Со временем он будет уточняться и оптимизироваться для студентов, обучаемых в системе 

управления обучением «Скорина»; 

– абсолютный процент успеваемости студентов в системе управления обучением «Скори-

на», т. е. процент студентов, прошедших контрольное тестирование на балл не ниже среднего 

от общего числа студентов по определенному блоку модуля (или модулю дисциплины); 

– время прохождения контрольного теста каждым студентом, изучающим блок модуля (мо-

дуль дисциплины); 

– успеваемость каждого студента по другим модулям дисциплины; 

– успеваемость каждого студента по другим дисциплинам; 

– тематические метки вопросов, на которые были даны неверные ответы каждого изучающе-

го блок модуля студента, связанные с соответствующими тематическими метками конкретных 

частей учебного контента. Например, метка «1», которой обозначен конкретный вопрос в те-

сте, – это та же самая метка «1», которой обозначен определенный абзац в теоретическом учеб-

ном материале. Такие метки предназначены для определения конкретной части учебного мате-

риала, при изучении которого у студентов возникают трудности; 

– максимальное значение рациональной успеваемости за время выполнения алгоритма. 

При выявлении определенных причинно-следственных связей между полученными стати-

стическими данными и качеством соответствующего образовательного материала модуль визу-

ализирует и отправляет на оценку результат анализа эксперту (преподавателю) для принятия 

решения и совершенствования учебного материала. 
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Обобщенная функциональная схема модуля интеллектуального анализа показана на рис. 5. 

 
 

Рис. 5. Обобщенная функциональная схема модуля интеллектуального анализа 
 

Алгоритм работы модуля интеллектуального анализа качества учебного контента. Ра-

боту модуля интеллектуального анализа можно разделить на следующие этапы: 

1) определение наличия проблемы или причин ее отсутствия; 

2) уточнение статистических данных; 

3) вывод результатов анализа и действия эксперта. 

На первом этапе алгоритм сравнивает значение абсолютной успеваемости всех студен-

тов по блоку модуля с текущим значением рациональной успеваемости по данному блоку. 

Если абсолютная успеваемость меньше рациональной, это свидетельствует о том, что по 

данному блоку модуля студенты справляются хуже ожидаемого и алгоритм переходит ко 

второму этапу. Если же абсолютная успеваемость, наоборот, выше рациональной, значит, 

значение рациональной успеваемости может быть занижено и его необходимо корректиро-

вать. Для этого сравнивается текущее значение абсолютной успеваемости с максимальным 

значением рациональной успеваемости за время работы модуля. Если первое окажется 

больше, то будет предложено увеличить значение текущей рациональной успеваемости. 

В противном случае изменения не потребуются. 

На втором этапе уточняются статистические данные всех студентов, абсолютная успевае-

мость которых ниже на заданное значение текущей рациональной успеваемости. С точки                 

зрения математической модели необходимо разбить множество обучаемых S на два под-

множества S’ и S* (рис. 6). Для примера, изображенного на рис. 6 (контрольное тестиро-

вание на уровне модуля дисциплины),    {  
 ,    ,  ̅̅ ̅̅ ̅ |  (   ,   )          },      , 

   {  
 ,    ,  ̅̅ ̅̅ ̅ |  (   ,   )        },      , где Bрац – значение текущей рациональ-

ной успеваемости, x – коэффициент, определяющий значение, на которое абсолютная успе-

ваемость обучаемых ниже текущей рациональной успеваемости. Теоретически множество 

  {    |      }. С практической точки зрения целесообразно использовать значения 

коэффициента x из диапазона от 0,7 до 0,95. 

 
Рис. 6. Пример разбиения множества обучаемых на подмножества по признаку  

текущей успеваемости с контрольным тестированием на уровне модуля дисциплины 
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Далее анализируются такие данные, как время, затраченное на прохождение контрольного 

теста, успеваемость студентов по другим модулям дисциплины и успеваемость во временном 

срезе. Таким образом, из общей выборки исключаются данные студентов, характеристики 

успеваемости которых являются низкими по внутренним причинам (рис. 7) и не связаны с ка-

чеством учебного контента, а по каждому такому случаю студенту отправляется соответству-

ющая рекомендация. Например, с точки зрения качества учебного контента о недостоверности 

характеристик успеваемости может свидетельствовать несопоставимо малое значение времени, 

затраченного на прохождение контрольного теста (например, студент прошел тест за 10 с, 

наугад расставив ответы). Пример исключения данных таких обучаемых из статистической вы-

борки представлен на рис. 8. Также снижение успеваемости конкретного студента по всем дис-

циплинам в определенный промежуток времени может указывать на наличие внутренних при-

чин (психологическое состояние, загруженность на работе, снижение мотивации и интереса 

к выбранной специальности и т. д.). Более высокие показатели по другим модулям этой же 

дисциплины свидетельствуют о недостатках учебного контента анализируемого блока модуля. 

Так происходит уточнение исходных данных для анализа и исключение из выборки данных, 

объективно не зависящих от качества учебного контента. Вместе с тем следует отметить, что 

в алгоритме не обрабатываются и не учитываются вопросы, по которым были получены верные 

ответы от студентов. Установить, были эти верные ответы случайными или обдуманными, не 

представляется возможным. 

 

 

Рис. 7. Причины возникновения учебной неуспешности студентов [10] 

 
 

Рис. 8. Выделение из множества обучаемых тех, кто прошел контрольное  

тестирование на уровне модуля дисциплины за время, неадекватное заданию 
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После исключения из выборки статистических данных, объективно не зависящих от каче-

ства учебного контента, повторяется первый этап – определяется необходимость совершен-

ствования учебного контента с соответствующими метками. 

На третьем этапе осуществляется вывод результатов выполнения алгоритма. В случае ес-

ли была установлена зависимость низкой успеваемости студентов от качества учебного контен-

та, соответствующее сообщение отправляется эксперту (преподавателю) для принятия решения 

о необходимости совершенствования части учебного контента с соответствующими метками. 

Часть учебного контента с соответствующими метками визуализируется, и эксперт (преподава-

тель) либо принимает решение о его переработке, либо не вносит изменений и пишет рекомен-

дации, которые отправляются всем студентам, испытывающим затруднения при ответе на во-

просы, связанные с данной частью учебного контента. 

Обобщенная блок-схема алгоритма работы модуля интеллектуального анализа изображена 

на рис. 9. 

Таким образом, представленный алгоритм интеллектуального анализа позволяет установить 

причинно-следственные связи между низкой успеваемостью студентов по изучаемому блоку 

модуля дисциплины (модулю дисциплины) и качеством учебного контента; идентифицировать 

конкретные части образовательного контента, нуждающиеся в совершенствовании, и предста-

вить их эксперту для принятия решения. Используя дополнительные базы данных, по такому 

же алгоритму можно проводить анализ способностей конкретного студента к изучению опре-

деленных дисциплин, например, при выборе специализации по специальности. 

Блок-схема этапа уточнения статистических данных алгоритма представлена на рис. 10. 

 

  

Рис. 9. Обобщенная блок-схема алгоритма работы модуля интеллектуального анализа 

  (рис. 10) 

  усп. ˃ y? 
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Рис. 10. Блок-схема этапа уточнения статистических данных алгоритма 

 
Заключение. В результате проведенного научного исследования были проанализированы 

достоинства и недостатки дистанционной формы обучения, определены специфические осо-

бенности учебного контента для данной формы получения образования. Выявлены проблемы 

оценки качества образовательного контента для дистанционного образовательного процесса 

и его эффективности. Разработана математическая модель образовательного процесса системы 

управления обучением «Скорина» и ее программно-алгоритмическая реализация. Предложе-

но математическое обеспечение оценки качества знаний обучающихся, которое в силу своей 

универсальности имеет широкую сферу применения в различных формах обучения. Представ-

лена обобщенная схема модуля интеллектуального анализа качества учебного контента по ста-

тистике успеваемости студентов, отражающая его функциональные возможности в современ-

ном дистанционном и других видах образовательного процесса. Разработанный алгоритм 

работы модуля интеллектуального анализа системы управления обучением «Скорина» предна-

значен для анализа и адаптации материалов учебного контента к обучаемым с учетом их инди-

видуальных возможностей при освоении изучаемого материала. Все это позволяет обеспечить 

высокую гибкость, производительность, универсальность и адаптивность современного обра-

зовательного процесса. Представленный алгоритм при доработке может быть также использо-

ван обучаемым для выбора специализации. Следует отметить актуальность предложенных раз-

работок, а также перспективы их дальнейшего развития в системе управления обучением 

«Скорина» и внедрения данной системы в образовательный процесс всех форм обучения для 

повышения качества подготовки специалистов. 

 

за последн. 

Усп. студ. 

≥ рац-го? 

 S ≤ кол-ва 
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Оценка влияния интенсивности оптического  

сигнала на вероятность ошибочной регистрации  

данных в однофотонном канале связи1 
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Аннотация. При измерении маломощных оптических сигналов в однофотонных каналах связи приемные 

модули должны обеспечивать минимальную вероятность ошибочной регистрации данных. В этой связи 

целесообразно использовать счетчики фотонов, которые являются высокочувствительными, однако ха-

рактеризуются наличием ошибок при регистрации данных. Поэтому цель работы – оценка влияния ин-

тенсивности оптического сигнала на вероятность ошибочной регистрации данных в однофотонном кана-

ле связи с приемным модулем на основе счетчика фотонов. 

По результатам экспериментальных исследований получены зависимости вероятности ошибочной реги-

страции двоичных символов «0» 
ош0P  от интенсивности оптического сигнала 

0J , используемого для пе-

редачи этих символов при различных напряжениях питания лавинного фотоприемника Uпит. Установле-

но, что с увеличением интенсивности оптического сигнала зависимости 
ош0 0( ) P J  сначала спадают, до-

стигая своего наименьшего значения, а затем растут. Выполненная оценка показала, что наименьшая 

вероятность ошибочной регистрации двоичных символов «0» для исследованного канала связи равна               

17,56 ‧ 10
–2

 и соответствует J0 = 52,41 ‧ 10
–2

 отн. ед. и Uпит = 52,54 В. 
 

Ключевые слова: канал связи, однофотонная передача информации, вероятность ошибочной регистра-

ции данных, счетчик фотонов, мертвое время 
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Abstract. When measuring low-power optical signals in single-photon communication channels, the receiving 

modules must ensure the minimum probability of erroneous data recording. In this regard, it is advisable to use 

photon counters. They are highly sensitive, but are characterized by data recording errors. The aim of the work 

was to determine the effect of intensity of optical signal on the probability of erroneous data recording in                    

a single-photon communication channel with a receiving module based on a photon counter. 

Based on the results of experimental studies, the dependences of the probability of erroneous registration of           

binary symbols «0» 
0errP on the intensity of the optical signal 

0J , used to transmit these symbols for various         

supply voltages of the avalanche photodetector U, were obtained. It was found that with an increase of                

intensity of the optical signal, the dependences 
0 0( ) errP J first decrease, reaching their lowest value, and then             

increase. The performed assessment showed that the lowest probability of erroneous registration the binary sym-

bols «0» for the investigated communication channel is equal to 17,56 ‧ 10
–2

 and corresponds to J0 = 52,41 ‧ 10
–2

 

rel. units and U = 52,54 V. 
 

Keywords: communication channel, single photon information transfer, probability of erroneous data                

registration, photon counter, dead time 
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Введение. В настоящее время достаточно интенсивное развитие получают волоконно-

оптические системы связи на базе однофотонных каналов связи [1]. Это обусловлено тем, что 

однофотонные каналы связи позволяют обеспечивать абсолютную скрытность и конфиденци-

альность передаваемых данных, например, при организации на их основе систем квантово-

криптографической связи [1, 2]. 

Отличительным признаком однофотонных каналов связи является то, что для передачи дво-

ичной информации применяют маломощные оптические импульсы, которые могут содержать 

не более 10 фотонов в расчете на каждый бит (символ) [1–4]. Одной из наиболее технически 

сложных и вместе с тем достаточно важных задач является регистрация таких импульсов. Для 

этого целесообразно использовать высокочувствительные приемные модули – счетчики фото-

нов, построенные на базе лавинных фотоприемников. Однако счетчики фотонов ввиду неиде-

альности своих характеристик могут приводить к ошибкам при регистрации данных 

в однофотонном канале связи. Объясняется данный факт, в частности, тем, что счетчики фото-

нов характеризуются ненулевым мертвым временем [1–5]. Мертвое время счетчика фотонов – 

это время, в течение которого счетчик фотонов нечувствителен к падающему на него оптиче-

скому излучению [2]. 

Известные методы оценки показателей надежности [6, 7], учитывающие ошибки при пере-

даче информации, неприменимы для однофотонных каналов связи. В работах [8, 9] получены 

выражения для расчета вероятности ошибочной регистрации информации однофотонных кана-

лов связи, которые могут быть использованы для оценки влияния интенсивности регистрируе-

мого сигнала на вероятность ошибочной регистрации информации. Однако для достижения 

наименьших потерь информации в однофотонном канале связи, содержащем в качестве прием-

ника счетчик фотонов, весьма важно подбирать не только интенсивность регистрируемого оп-
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тического излучения, но и напряжение питания фотоприемника. При этом в литературных ис-

точниках отсутствует экспериментальная оценка влияния интенсивности регистрируемого оп-

тического излучения при передаче информации в канале однофотонной связи, содержащем 

в качестве приемного модуля счетчик фотонов на базе лавинного фотоприемника, на вероят-

ность ошибочной регистрации данных с учетом напряжения питания фотоприемника. Целью 

настоящей работы является выполнение такой экспериментальной оценки. 

Объектом исследования выбран асинхронный двоичный несимметричный однородный од-

нофотонный канал связи без памяти и со стиранием, содержащий в качестве приемного модуля 

счетчик фотонов на базе лавинного фотоприемника ФД-115Л с мертвым временем продлеваю-

щегося типа. Выбор в качестве объекта исследования такого канала связи обусловлен тем, что 

его использование не требует наличия дополнительных линий связи для передачи и приема 

синхроимпульсов [4]. Мертвым временем продлевающегося типа характеризуются счетчики 

фотонов на базе лавинных фотоприемников, включенных по схеме пассивного гашения ла-

вины [2]. 

Предметом исследования является установление зависимости вероятности ошибочной реги-

страции двоичных символов «0» от интенсивности оптического сигнала, используемой для пе-

редачи этих символов. 

Выражение для расчета вероятности ошибочной регистрации двоичных символов «0». 
Вначале определим математическую модель асинхронного однофотонного канала связи. Пусть 

передача информации осуществляется по однофотонному каналу связи посредством двоичных 

символов «0» и «1». Обозначим вероятности появления символов «0» на входе и выходе канала 

связи как Ps(0) и P's(0), а символов «1» – соответственно как Ps(1) и P's(1). Вероятность того, 

что при передаче двоичного символа («0» или «1») на выходе счетчика фотонов не будет заре-

гистрировано ни символа «0», ни символа «1», обозначим как P's(–). Следовательно, алфавит 

кодовых слов на входе рассматриваемого канала связи не совпадает с алфавитом кодовых слов 

на его выходе, вероятность приема двоичного символа («0» или «1») либо отсутствия символа 

на выходе канала связи не зависит ни от того, какой символ был на входе канала, ни от ранее 

принятых символов. При этом при передаче двоичного символа («0» или «1») на выходе канала 

может быть не зарегистрировано ни символа «0», ни символа «1». Такой канал связи является 

дискретным двоичным несимметричным однородным без памяти и со стиранием [10, 11]. Всеми 

потерями информации, за исключением потерь в счетчике фотонов, пренебрегаем. Вероятность 

ошибочной регистрации двоичных символов «0» для рассматриваемого канала связи определя-

ется выражением [11] 
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где 0 ( )stP N  – статистическое распределение смеси числа темновых и сигнальных импульсов на 

выходе счетчика фотонов при регистрации двоичных символов «0»; P(0/0) и P(1/0) – вероятно-

сти регистрации на выходе канала связи символов «0» и «1» при наличии на входе канала связи 

символа «0»; P(–/0) – вероятность того, что при наличии на входе канала связи символа «0» на 

его выходе не будет зарегистрирован ни символ «0», ни символ «1»; N1 и N2 – нижний и верх-

ний пороговые уровни регистрации соответственно. 

Нижний и верхний пороговые уровни регистрации – это наименьшее и наибольшее число 

зарегистрированных на выходе счетчика фотонов импульсов, при котором делается вывод, что 

передан символ «0». При превышении зарегистрированных импульсов числа N2 делается вы-

вод, что передан символ «1», а при регистрации импульсов в количестве, меньшем чем N1, при-

нимается решение, что символ отсутствует [11]. 

Темновые и сигнальные – это импульсы, которые появляются на выходе счетчика фотонов 

соответственно в отсутствие оптического сигнала и в результате воздействия фотонов реги-

стрируемого излучения [2]. 
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Вероятность ошибочной регистрации двоичных символов «0» 
ош0P  имеет две составляю-

щие [8]. Первая составляющая определяет вероятность того, что при регистрации двоичных 

символов «0» счетчиком фотонов будет зарегистрировано импульсов меньше, чем нижний по-

роговый уровень N1, а вторая составляющая – вероятность того, что количество таких зареги-

стрированных импульсов окажется больше, чем верхний пороговый уровень N2. Выражение (1), 

учитывающее вклад каждой указанной выше составляющей 
ош0P , позволяет выполнять наибо-

лее детальный анализ причин возникновения ошибок в рассматриваемом канале связи. 

Описание установки и условий проведения экспериментальных исследований. Стати-

стические распределения 0 ( )stP N  могут быть получены с использованием установки, структур-

ная схема которой изображена на рис. 1. 
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Рис. 1. Структурная схема установки для проведения экспериментальных исследований [11]: 

Ф – формирователь данных, ИС – источник оптического сигнала, Н – нейтральный светофильтр, 

ОВ – оптическое волокно, ЛФД – лавинный фотодиод, П – источник постоянного напряжения, 

Rн – нагрузочный резистор, У – усилитель, Д – амплитудный дискриминатор, 

И1 и И2 – логические элементы И, Сч – счетчик импульсов, Тр – RS-триггер, 

ПК – персональный компьютер, Т – таймер, ЛЗ – линия задержки 

 

Установка содержит передающий модуль, оптическое волокно ОВ и приемный модуль 

и функционирует следующим образом [11]. Передающий модуль установки работает в режиме 

асинхронной передачи информации. Он включает в себя формирователь данных Ф, источник 

оптического сигнала ИС и нейтральный светофильтр Н. Вход передающего модуля является 

входом установки. Формирователь данных Ф кодирует поступающие на его вход импульсы, 

которые представляют собой двоичную последовательность, таким образом, что символам «0» 

и «1» соответствуют прямоугольные импульсы длительностью ∆t и напряжением U1 и U2 соот-

ветственно (U1 < U2). При этом между каждой парой символов находится так называемый за-

щитный временной интервал tз = τb – ∆t, где τb – средняя длительность передачи одного бита 

(символа). В течение времени tз сигнал на выходе формирователя данных Ф отсутствует. 

Затем с выхода формирователя данных Ф импульсы поступают на вход источника оптиче-

ского сигнала с пуассоновской статистикой фотонов ИC, в качестве которого использовался 

светодиод АЛ307А с длиной волны 665 нм и номинальной силой света 0,15 мкд. 

На выходе источника ИC формируется оптический сигнал длительностью ∆t и интенсивно-

стью J0 под воздействием на его вход напряжения U0. При появлении на входе источника ИC 

импульса с напряжением U1 на его выходе генерируется оптический сигнал длительностью ∆t 

и интенсивностью J1 (J0 < J1). 
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Следует отметить, что на вход установки, показанной на рис. 1, подавались как симво-

лы «0», так и символы «1» в связи с изложенными далее фактами. Интенсивность оптического 

излучения, используемая для передачи заданного двоичного символа, влияет на вероятность 

ошибочной регистрации не только одноименного символа, но и другого двоичного символа [8, 9]. 

Так, интенсивность J0 влияет на вероятность ошибочной регистрации не только символа «0», 

но и символа «1», а интенсивность J1 влияет на вероятность ошибочной регистрации не только 

символа «1», но и символа «0». Учитывая это, а также тот факт, что пропускная способность 

рассматриваемого канала связи максимальна при равновероятном появлении двоичных симво-

лов «0» и «1» на входе канала связи [10], количество двоичных символов «0», подаваемых на 

вход установки (см. рис. 1), равняется количеству двоичных символов «1». Таким образом, вы-

полняется условие 
 

   0 1 0,5.s sP P                                                               (2) 

 

Затем оптическое излучение с выхода источника оптического сигнала ИC поступает через 

нейтральный светофильтр Н, который обеспечивает ослабление мощности оптического сигна-

ла, на выход передающего модуля и далее в оптическое волокно ОВ. 

Из оптического волокна ОВ излучение подается на приемный модуль установки, в состав 

которого входят источник постоянного напряжения П, лавинный фотодиод ЛФД, нагрузочный 

резистор Rн, усилитель У, амплитудный дискриминатор Д, логические элементы И1 и И2, счет-

чик импульсов Сч, RS-триггер Тр, таймер Т, линия задержки ЛЗ и персональный компью-

тер ПК. Приемный модуль установки работает в режиме асинхронного приема информации 

следующим образом. Из оптического волокна ОВ излучение подается на лавинный фотодиод 

ЛФД, в качестве которого использован лавинный фотоприемник ФД-115Л. Реализация режима 

счета фотонов и включение лавинного фотодиода ЛФД по схеме пассивного гашения лавинно-

го пробоя выполнялись по методике, описанной в работе [12]. На лавинный фотодиод ЛФД от 

источника постоянного напряжения питания П подается напряжение обратного смещения Uпит. 

Величина этого напряжения выбиралась близкой или превышающей напряжение лавинного 

пробоя p-n-перехода лавинного фотодиода Uпр, что контролировалось вольтметром. При такой 

величине напряжения обратного смещения через лавинный фотодиод ЛФД протекают импуль-

сы тока, обусловленные возникновением пробоя по локальным каналам p-n-перехода – микро-

плазм. Появление микроплазм может быть вызвано либо носителем заряда, образованным под 

действием фотона оптического излучения, либо термогенерацией. Количество данных импуль-

сов прямо пропорционально энергии оптического импульса, которая равна произведению мощ-

ности оптического сигнала на время ∆t. Количество однофотонных импульсов N также прямо 

пропорционально числу фотонов в импульсе. 

Таким образом, на выходе лавинного фотодиода ЛФД за время передачи символа ∆t форми-

руется различное количество электрических импульсов при наличии на его входе символов «0» 

и «1», так как они передаются импульсами различной мощности. При этом количество элек-

трических импульсов прямо пропорционально мощности оптического излучения, а в отсут-

ствие потерь передаваемой информации максимальное число однофотонных импульсов лавин-

ного фотодиода ЛФД, сформированных за время ∆t при передаче символа «0», будет меньше, 

чем минимальное число импульсов, сформированных при передаче символа «1». 

При возникновении пробоя протекающий через лавинный фотодиод ЛФД ток возрастает, 

что приводит к увеличению падения напряжения на нагрузочном резисторе Rн и к уменьше-

нию напряжения на лавинном фотодиоде ЛФД. В результате этого пробой в микроплазмен-

ном канале прекращается (гасится), а на нагрузочном резисторе Rн формируется импульс 

напряжения. 

Импульсы, выделенные на сопротивлении нагрузки Rн, поступают на вход усилителя У, 

обеспечивающего их усиление. Затем с выхода усилителя У импульсы подаются на вход ам-

плитудного дискриминатора Д, порог амплитудной селекции которого установлен непосред-

ственно над уровнем собственных шумов усилителя. В процессе проводимых измерений порог 

амплитудной селекции оставался неизменным. 
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При помощи амплитудного дискриминатора Д выполняется амплитудная селекция усилен-
ных импульсов напряжения на фоне шумов усилителя У, а также их стандартизация по ампли-

туде и длительности. С выхода амплитудного дискриминатора Д импульсы поступают одно-
временно на S-вход RS-триггера Тр и на первый вход логического элемента И1. Первый 

импульс из последовательности импульсов переводит RS-триггер Тр в единичное состояние. 
Выход RS-триггера Тр соединен со вторым входом логического элемента И1 и управляющим 

входом таймера Т. Появление напряжения на втором входе логического элемента И1, соответ-
ствующего логической единице, позволяет импульсам с выхода амплитудного дискриминато-

ра Д поступать на вход счетчика импульсов Сч, который подсчитывает число импульсов после-

довательности, поступающих на его вход. 
В момент времени переключения RS-триггера Тр из нулевого состояния в единичное запус-

кается таймер Т. Через промежуток времени ∆t на выходе таймера Т формируется импульс, ко-
торый поступает на R-вход RS-триггера Тр, переводя его в нулевое состояние. На выходе          

RS-триггера Тр формируется сигнал, соответствующий логическому нулю, который подается 
на второй вход логического элемента И1. Это останавливает поступление импульсов на вход 

счетчика импульсов Сч, а следовательно, и подсчет импульсов счетчиком Сч. Импульс с выхо-
да таймера Т поступает также на вход линии задержки ЛЗ и на второй вход логического эле-

мента И2. Выход счетчика Сч соединен с первым входом логического элемента И2. При нали-
чии логических единиц на первом и втором входах логического элемента И2 количество 

импульсов, сосчитанных счетчиком Сч при передаче двоичного символа, передается в персо-
нальный компьютер ПК. 

Сброс счетчика импульсов Сч происходит через некоторый интервал времени после прихода 
импульса от таймера Т. Длительность этого интервала задается линией задержки ЛЗ. 

Следует отметить, что счетчик фотонов характеризуется мертвым временем продлевающе-
гося типа [2], поскольку он построен на базе лавинного фотоприемника с включением по схеме 

пассивного гашения лавины. В этом случае длительность мертвого времени продлевающегося 

типа зависит от интенсивности оптического излучения, поэтому для оценки такого времени 
используют его среднее значение. Учитывая то, что регистрирующая аппаратура, входящая 

в состав счетчика фотонов, как правило, имеет мертвое время, намного меньшее, чем мертвое 
время лавинного фотоприемника [2], длительностью мертвого времени регистрирующей аппа-

ратуры пренебрегаем и при дальнейших рассуждениях рассматривать ее не будем. 
Персональный компьютер ПК отдельно формирует массивы данных числа импульсов при 

передаче символов «0» и «1», поступивших в течение интервала времени ∆t. На основании 
полученных таким образом массивов данных рассчитываются статистические распределения 

смеси числа темновых и сигнальных импульсов на выходе счетчика фотонов при регистрации 

двоичных символов «0» 0 ( )stP N , а также статистические распределения смеси числа темно-

вых и сигнальных импульсов на выходе счетчика фотонов при регистрации двоичных симво-

лов «1» 1( ).stP N  

Затем персональный компьютер ПК выполняет сравнение количества импульсов N с двумя 

пороговыми уровнями N1 и N2 и осуществляет проверку выполнения условий [11] 
 

,21 NNN                                                                    (3) 

.2NN                                                                        (4) 
 

Если выполняется условие (3), то принимается решение, что зарегистрирован двоичный 

символ «0». Если выполняется условие (4), то принимается решение, что зарегистрирован дво-

ичный символ «1». При этом ошибочная регистрация данных фиксируется в следующих слу-

чаях: 

– если условия (3) или (4) не выполняются; 

– если условие (3) выполняется, но при этом на входе канала связи двоичный символ «0» от-

сутствует; 

– если условие (4) выполняется, но при этом на входе канала связи двоичный символ «1» от-

сутствует. 



ИНФОРМАТИКА ▪ INFORMATICS 

78                                                                                                                  ТОМ ▪ VOL. 18     2|2021     С. ▪ P. 72–82 

 

 

Методика достижения наименьших потерь информации. Интенсивности оптических из-

лучений, используемых для передачи двоичных символов («0» или «1»), и пороговые уровни 

зарегистрированных импульсов N1 и N2, обеспечивающие наименьшую вероятность ошибочной 

регистрации двоичных символов «0», подбирались с помощью методики, описанной в рабо-

те [11]. В качестве критерия для реализации этой методики использован параметр 
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Методика включает пять этапов: 

1. Формирование массивов данных статистических распределений смеси числа темновых 

и сигнальных импульсов Pst(N) и интенсивностей оптических сигналов J. В исследуемом диапа-

зоне интенсивностей оптических сигналов с использованием установки, показанной на рис. 1, 

сначала измеряют статистические распределения смеси числа темновых и сигнальных импуль-

сов на выходе счетчика фотонов, а затем на их основе формируют массивы данных: 
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где Pst(N)
(i)

 – i-е статистическое распределение смеси числа темновых и сигнальных импульсов 

на выходе счетчика фотонов, соответствующее i-й интенсивности оптического сигнала J
(i)

,  

i = 2 ÷ m (m определяется объемом накопленных данных числа импульсов). 

По мере реализации методики итерационно определяют величины i0, i1, N1, N2 и KP,  

а также i0’, i1’, N1’, N2’ и KP’ следующим образом. Вначале устанавливают i0 = 1, i1 = 2, N1 = 1, 

KP’ = 10
3
, затем переходят к этапу 2. 

2. Определение интенсивности оптического сигнала для передачи двоичных символов «0». 

Если i0 < m, то устанавливают  0)()(0

i

stst NPNP   и переходят к этапу 3; иначе завершают выпол-

нение методики. 

3. Определение интенсивности оптического сигнала для передачи двоичных символов «1». 

Если i1 ≤ m, то устанавливают 
 1)()(1

i

stst NPNP   и переходят к этапу 4; иначе последовательно 

устанавливают KP’ = 10
3
, увеличивают на единицу i0, устанавливают i1 = i0 + 1 и переходят 

к этапу 2. 

4. Определение нижнего порогового уровня зарегистрированных на выходе счетчика фото-

нов импульсов N1, при котором делается вывод, что передан символ «0». Если N1 < 10, то уста-

навливают N2 = N1 + 1 и переходят к этапу 5; иначе последовательно устанавливают N1 = 1, уве-

личивают на единицу i1 и переходят к этапу 3. 

5. Определение верхнего порогового уровня зарегистрированных на выходе счетчика фото-

нов импульсов N2, при превышении которого делается вывод, что передан символ «1».  

Если N2 > 10, то увеличивают на единицу значение N1 и переходят к этапу 4; иначе последова-

тельно выполняют следующие действия: 

– по формуле (5) вычисляют KP. Если KP < KP’, то последовательно устанавливают KP’ рав-

ным KP и формируют массив данных, содержащий i0’ = i0, i1’ = i1, N1’ = N1, N2’ = N2, а также ве-

личины J0 и J1, соответствующие статистическим распределениям 
 0)(
i

st NP  и  1)(
i

st NP ; 

– увеличивают на единицу верхний пороговый уровень зарегистрированных на выходе счет-

чика фотонов импульсов N2; 

– переходят к началу этапа 5. 

По окончании реализации методики из массива сформированных данных i0’, i1’, N1’, N2’, J0 

и J1 выбираются величины N1’ и N2’, которые используются соответственно как нижний 



ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ  

INFORMATION TECHNOLOGIES                                                                                                                                    79 

 

 

и верхний пороговые уровни. Значения i0’ и i1’ определяют статистические распределения сме-

си числа темновых и сигнальных импульсов на выходе счетчика фотонов при регистрации дво-

ичных символов «0» 0 ( )stP N и двоичных символов «1» 1( )stP N , а также интенсивности реги-

стрируемых оптических излучений при передаче этих символов J0 и J1, соответствующие 
 0)(
i

st NP
 ,  0iJ

  и  1)(
i

st NP
 ,  1iJ

 , которые выбираются из массивов данных (6) и (7). Рассчитать 

вероятность ошибочной регистрации двоичных символов «0» можно путем подстановки 

в формулу (1) статистических распределений 0 ( )stP N при выбранных пороговых уровнях заре-

гистрированных импульсов N1 = N1’ и N2 = N2’. 

Экспериментальные результаты и их обсуждение. Выполнены исследования зависимости 

вероятности ошибочной регистрации двоичных символов «0» от интенсивности оптического 

сигнала, используемой для передачи этих символов (рис. 2). 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость вероятности ошибочной регистрации двоичных символов «0»  

от интенсивности оптического сигнала, используемой для передачи этих символов  

Напряжение питания лавинного фотоприемника Uпит: 1 – 52,48 В, 2 – 52,54 В, 3 – 52,65 В 

 

Нижний и верхний пороговые уровни зарегистрированных на выходе счетчика фотонов им-

пульсов, а также статистические распределения смеси числа темновых и сигнальных импульсов 

на выходе счетчика фотонов при регистрации двоичных символов «0» 0 ( )stP N  определялись по 

методике, описанной выше. Расчет вероятности ошибочной регистрации двоичных симво-

лов «0» 
ош0P  выполнен путем подстановки этих величин в формулу (1). Измерения проводи-

лись при различных значениях напряжения питания лавинного фотоприемника с использовани-

ем установки, структурная схема которой показана на рис. 1. Отметим, что для реализации 

режима счета фотонов напряжения питания лавинного фотоприемника выбирались вблизи 

напряжения его лавинного пробоя, которое определялось по методике [12] и составляло 

52,71 В. Интенсивности оптических излучений J0, используемых для передачи двоичных сим-

волов «0», нормированы на максимальное значение из исследуемого диапазона. Все исследова-

ния проводились при температуре 293 К. 

На рис. 2 видно, что каждая из зависимостей ош0 0( ) P J имеет схожие тенденции изменения 

для всех исследуемых напряжений питания лавинного фотоприемника. С увеличением интен-

сивности оптического сигнала J0 зависимости ош0 0( ) P J сначала спадают, достигая своего 

наименьшего значения, а затем растут. Это весьма хорошо согласуется с результатами матема-

тического моделирования рассматриваемого канала связи, полученными в работе [8] при ис-

следовании зависимостей 
ош0P (ns0), где ns0 – средняя скорость счета сигнальных импульсов на 

выходе счетчика фотонов при передаче символов «0». 

1 

2 

3 

ош0P  

 J0, отн. ед. 
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При небольших значениях интенсивностей оптического сигнала J0 средняя скорость счета 
сигнальных импульсов на выходе счетчика фотонов при передаче символов «0» ns0 невелика. 
Поэтому вероятность регистрации на выходе счетчика фотонов импульсов в количестве, боль-
шем нижнего порогового уровня регистрации N1, также мала. Таким образом, первая составля-

ющая вероятности 
ош0P , равная вероятности того, что на выходе счетчика фотонов не будет за-

регистрировано ни символа «0», ни символа «1», в то время как на входе канала связи был 

сформирован символ «0» P(–/0), достаточно большая. Следовательно, вероятность 
ош0P  весьма 

высока (см. рис. 2). 
С увеличением интенсивности оптического сигнала J0 средняя скорость счета сигнальных 

импульсов на выходе счетчика фотонов при передаче символов «0» растет, что приводит к уве-
личению вероятности регистрации на выходе счетчика фотонов импульсов в диапазоне от ниж-
него порогового уровня регистрации N1 до верхнего порогового уровня регистрации N2. 

При этом первая составляющая вероятности 
ош0P , определяемая вероятностью P(–/0), умень-

шается, а вероятность P(0/0) растет, поэтому зависимости 
ош0P (J0) спадают вплоть до своего 

наименьшего значения. 
Дальнейший рост интенсивности J0 приводит к увеличению вероятности регистрации на вы-

ходе счетчика фотонов импульсов в количестве, превышающем верхний пороговый уровень 
регистрации N2. В результате растет вероятность регистрации на выходе канала связи  
символа «1» при наличии на его входе символа «0», т. е. имеет место увеличение второй со-

ставляющей вероятности 
ош0P  – P(1/0). Следовательно, зависимости 

ош0P (J0) после достижения 

наименьших значений начинают расти (см. рис. 2). 

Отметим, что при прочих равных параметрах приема вероятность 
ош0P , соответствующая 

наименьшей из исследуемого диапазона интенсивности оптического сигнала J0 = 1,79 ‧ 10
–2

 отн. ед., 
уменьшается с увеличением напряжения питания лавинного фотоприемника и равна 98,96 ‧ 10

–2
 

для Uпит = 52,48 В; 85,79 ‧ 10
–2

 для Uпит = 52,54 В и 49,95 ‧ 10
–2

 для Uпит = 52,65 В. Объясняется 
это ростом средней скорости счета темновых импульсов на выходе счетчика фотонов nt при 
увеличении напряжения питания лавинного фотоприемника. Такой рост способствует смеще-
нию максимума статистического распределения смеси числа темновых и сигнальных импуль-

сов 0 ( )stP N  при передаче символов «0» в сторону бо льших значений N при одинаковой интен-

сивности J0, но более высоком напряжении питания лавинного фотоприемника. Поскольку 
внешний вид этих распределений схож с теоретическими распределениями [9], в настоящей 

работе распределения 0 ( )stP N  не проиллюстрированы. 

На рис. 2 также видно, что с увеличением напряжения питания лавинного фотоприемника 

минимальное значение зависимости 
ош0P (J0) сначала снижается, а затем растет. Это обусловле-

но тем, что при увеличении напряжения питания лавинного фотоприемника мертвое время 
счетчика фотонов уменьшается, переходя в насыщение, однако квантовая эффективность реги-
страции сначала растет и после достижения максимальной величины уменьшается [2]. 

Уменьшение мертвого времени счетчика фотонов и рост его квантовой эффективности реги-
страции способствуют снижению количества ошибок. Следовательно, в диапазоне напряжений 
питания, на котором имеет место такой характер изменения мертвого времени и квантовой эф-

фективности регистрации счетчика фотонов, минимум зависимости 
ош0P (J0) уменьшается с ро-

стом напряжений питания фотоприемника. Так, например, наименьшее значение зависимости 

ош0P (J0) равно 72,82 ‧ 10
–2

 для Uпит = 52,48 В и 17,56 ‧ 10
–2

 для Uпит = 52,54 В. 

При дальнейшем росте напряжения питания фотоприемника мертвое время счетчика фото-
нов практически не изменяется, однако его квантовая эффективность регистрации уменьшает-
ся. Это увеличивает количество ошибок, поэтому в таком диапазоне напряжений питания ми-

нимум зависимости 
ош0P (J0) начинает расти (см. рис. 2). Например, наименьшее значение 

зависимости 
ош0P (J0) равно 17,56 ‧ 10

–2
 для Uпит = 52,54 В и 24,42 ‧ 10

–2
 для Uпит = 52,65 В. 

Также важно отметить, что с ростом Uпит увеличивается nt, поэтому чем выше Uпит, тем 
большую скорость счета ns0 необходимо обеспечить для достижения наименьшей величи-
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ны 
ош0P . Это приводит к тому, что минимальное значение зависимости 

ош0P (J0) наблюдается 

при более высоких значениях J0 с ростом напряжения питания лавинного фотоприемника: 
при J0 = 41,56 ‧ 10

–2
 отн. ед. для Uпит = 52,48 В; при J0 = 52,41 ‧ 10

–2
 отн. ед. для Uпит = 52,54 В; 

при J0 = 52,63 ‧ 10
–2

 отн. ед. для Uпит = 52,65 В. 
Заключение. Применительно к асинхронному двоичному несимметричному однородному 

однофотонному каналу связи без памяти и со стиранием, в котором в качестве приемного мо-
дуля используется счетчик фотонов с мертвым временем продлевающегося типа, выполнена 
оценка влияния интенсивности оптического сигнала J0, используемого для передачи двоичных 

символов «0», на вероятность ошибочной регистрации этих символов 
ош0P . 

Выполненные экспериментальные исследования показали, что для достижения наименьших 
потерь информации при передаче двоичных символов «0» важно подбирать не только интен-
сивность используемого оптического излучения J0, но и напряжение питания лавинного фото-
приемника Uпит. 

Определено, что с увеличением интенсивности оптического сигнала J0 зависимости ош0P (J0) 

сначала спадают, достигая своего наименьшего значения, а затем растут. Аналогичный харак-

тер изменения имеет и минимум зависимости 
ош0P (J0), что проявляется при повышении напря-

жения питания лавинного фотоприемника. 

Установлено, что спад зависимости 
ош0P (J0) в основном обусловлен снижением вероятности 

того, что на выходе канала связи не будет зарегистрирован ни символ «0», ни символ «1», в то 
время как на входе канала связи был сформирован символ «0» P(–/0). Рост же этой зависимости 
происходит преимущественно за счет повышения вероятности того, что при передаче символа 
«0» на выходе канала связи будет зарегистрирован символ «1» P(1/0). 

Получено, что наименьшая вероятность ошибочной регистрации двоичных символов «0» 
для рассматриваемого канала связи равна 17,56 ‧ 10

–2
 и соответствует J0 = 52,41 ‧ 10

–2
 отн. ед. 

и Uпит = 52,54 В, при которых мертвое время счетчика фотонов минимально, а его квантовая 
эффективность регистрации максимальна. 

Автору настоящей работы представляются весьма актуальными исследования, направлен-
ные на обоснование выбора лавинного фотоприемника, используемого при построении счетчи-
ка фотонов. Такие фотоприемники могут отличаться как по структуре полупроводниковых об-
ластей, так и по площади фоточувствительной поверхности. В этой связи в ходе дальнейших 
комплексных исследований планируется определить, как эти параметры влияют на вероятность 
ошибочной регистрации двоичных данных для асинхронного двоичного несимметричного од-
нородного однофотонного канала связи без памяти и со стиранием. 
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Аннотация. Предлагается алгоритм автоматического обнаружения и отслеживания движущихся          

объектов, предназначенный для использования на борту беспилотного летательного аппарата. Разрабо-

танный алгоритм основан на отслеживании на протяжении определенного времени выбранных точек 

изображения. Отслеживаемые точки выбираются из областей на текущем кадре, в которых интенсив-

ность пикселов отличается от интенсивностей тех же пикселов в предыдущих кадрах, совмещенных 

с текущим кадром при помощи проективного преобразования. Если на нескольких соседних кадрах не 

фиксируется смещение отслеживаемых точек, они удаляются и на их место добавляются новые точки из 

областей, предположительно принадлежащих движущимся объектам на текущем кадре. На каждом кадре 

близкие по расположению и форме траекторий движения точки объединяются в группы, которые соот-

ветствуют движущимся объектам. Отслеживание объектов осуществляется путем сопоставления групп 

движущихся точек соседних кадров. Группы движущихся точек соседних кадров сопоставляются, когда 

они содержат большое число общих отслеживаемых точек. Алгоритм позволяет одновременно отслежи-

вать более 20 объектов в реальном времени. Индикация объекта как движущегося происходит только 

в том случае, если за время его сопровождения он сместился на значительное расстояние. Рассматривае-

мый алгоритм имеет низкий процент ложных обнаружений объектов, хорошо обнаруживает объекты 

малого размера и надежно сопровождает объекты. 
 

Ключевые слова: обнаружение движения, сопровождение объектов, беспилотные летательные аппара-

ты, движущаяся камера, оптический поток 
 

Для цитирования. Жук, Р. С. Автоматическое обнаружение и отслеживание движущихся объектов, наблю-

даемых видеокамерой беспилотного летательного аппарата / Р. С. Жук // Информатика. – 2021. − Т. 18, 

№ 2. – С. 83–97. https://doi.org/10.37661/1816-0301-2021-18-2-83-97 
 

Конфликт интересов. Автор заявляет об отсутствии конфликта интересов. 

 

Поступила в редакцию | Received 03.06.2021 

Подписана в печать | Accepted 07.06.2021 

Опубликована | Published 26.06.2021 

                                                 
© Жук Р. С., 2021 
 

mailto:ramanzhuck@gmail.com
mailto:ramanzhuck@gmail.com
https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.37661/1816-0301-2021-18-2-83-97&domain=pdf&date_stamp=2021-06-26


ИНФОРМАТИКА ▪ INFORMATICS 

84                                                                                                                  ТОМ ▪ VOL. 18     2|2021     С. ▪ P. 83–97 

 

 

Аutomatic detection and tracking the moving  
objects observed by an unmanned aerial  
vehicles video camera  
Raman S. Zhuk 

The United Institute of Informatics Problems  

of the National Academy of Sciences of Belarus,  

st. Surganova, 6, Minsk, 220012, Belarus 

E-mail: ramanzhuck@gmail.com 
 

Abstract. An algorithm of automatic detection and tracking the moving objects for the use in equipment on 

board of unmanned aerial vehicles is considered. The developed algorithm is based on a tracking specially               

selected points for a certain period. Tracked points are selected from the areas on the current frame, where the 

pixel intensity differs from the intensities of the same pixels in previous frames, aligned with the current frame 

using projective transformation. If the displacement of the tracked points is not fixed on several adjacent frames, 

they are being deleted, and new points from the areas presumably belonging to moving objects in the current 

frame are added instead. On each frame the points similar by the location and shape of trajectories of movement 

are combined into groups that presumably correspond to moving objects. Objects are tracked by comparing the 

groups of moving points with the points of neighboring frames. Groups of moving points from neighboring 

frames are matched if they contain a large number of common tracked points. The algorithm allows simultaneous 

tracking of more than 20 objects in real time. The indication of objects as moving occurs only if during the time 

of its tracking it has shifted a considerable distance. The algorithm has a low percentage of false detections of 

moving objects, it detects well small objects and is capable reliably to accompany moving objects. 
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Введение. В настоящее время в связи со стремительным развитием и широкой востребован-

ностью систем беспилотных летательных аппаратов (БПЛА), одним из основных применений 

которых является визуальное наблюдение, актуальны задачи обнаружения и отслеживания   

объектов, наблюдаемых бортовой видеокамерой. Важным классом отслеживаемых объектов 

являются движущиеся объекты. В последние годы опубликовано большое число работ, посвя-

щенных алгоритмам отслеживания объектов данного класса. Очевидно, что для решения задачи 

отслеживания движущихся объектов, наблюдаемых видеокамерой, требуется сначала автома-

тически их обнаружить. Поэтому задача обнаружения движущихся объектов может рассматри-

ваться как часть задачи отслеживания. Следовательно, задача обнаружения и отслеживания 

движущихся объектов, наблюдаемых бортовой видеокамерой, может быть сформулирована та-

ким образом: имеется видеопоследовательность, получаемая бортовой камерой малого БПЛА; 

на кадрах этой видеопоследовательности требуется обнаружить все вновь появившиеся дви-

жущиеся объекты и отследить все движущиеся объекты, обнаруженные ранее. Решение этой 

задачи требует разработки новых алгоритмов, учитывающих ее специфику, которая заключает-

ся в следующем: задача должна решаться на борту малых БПЛА, оборудованных маломощны-

ми вычислителями c ARM-архитектурой (такими, как Raspberry Pi), что делает невозможным 

использование мощных нейросетевых подходов; малые БПЛА часто оборудуются панхромати-

ческими камерами (без цветовых признаков); камеры перемещаются относительно земной по-

верхности; объекты, присутствующие на кадрах, часто бывают малоразмерными. 

Описание основных подходов и обзор последних результатов обнаружения движущихся 

объектов представлены в работе [1]. Можно выделить три основных метода решения задачи 

обнаружения движения: вычитание фона, локальную разность кадров после компенсации сме-

щения камеры (для случая движущейся камеры) и оптический поток. Недостатки этих подхо-
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дов не позволяют применять их без существенных модификаций на борту БПЛА. Так, метод 

вычитания фона требует предварительного долгого наблюдения за одной и той же сценой пе-

ред его применением для обнаружения движения в этой сцене. Он хорошо подходит для систем 

наблюдения с неподвижными (либо закрепленными на неподвижных объектах) камерами. 

Для случая с подвижной камерой требуется построение панорамного снимка, что представляет 

собой трудоемкую задачу. Поскольку БПЛА может следовать на довольно высокой скорости по 

незнакомому маршруту, метод вычитания фона на его борту практически неприменим. Метод 

компенсации движения основан на локальной разности интенсивностей пикселов текущего 

кадра и недалеких от него по времени предыдущих кадров, предварительно преобразованных 

так, чтобы скомпенсировать движение точек фона. Недостатком этого метода является большое 

число ошибок, связанных с неточностями при компенсации движения точек фона. Чаще всего 

для решения задачи компенсации движения фона используется проективное преобразование 

(гомография), которое совмещает точки кадров в предположении, что сцена является плоской. 

Такой подход хорошо подходит для применения на борту БПЛА, особенно летящего на боль-

шой высоте, однако ошибки компенсации движения фона все равно будут присутствовать. Ме-

тод, основанный на оптическом потоке, находит смещение всех (либо расположенных на рав-

номерной решетке) точек кадра при помощи одного из алгоритмов вычисления оптического 

потока, после чего найденное поле смещений анализируется и выделяются области, принадле-

жащие движущимся объектам. Движущиеся объекты на кадрах видеопоследовательностей, 

снятых с БПЛА, могут быть небольшого размера, поэтому необходимо искать оптический по-

ток для большого числа точек, что требует слишком значительных вычислительных затрат.  

Кроме упомянутых классических методов, в настоящее время в компьютерном зрении ши-

роко используются подходы, основанные на применении сверточных нейронных сетей (англ. 

convolutional neural network, CNN). Алгоритмы, основанные на СNN, показывают наилучшие 

результаты в задачах обнаружения и сопровождения объектов. Недостатком применения СNN 

является их высокая вычислительная сложность, требующая использования дорогостоящих 

мощных вычислителей с графическими процессорами, поддерживающими технологию парал-

лельного программирования СUDA. 

Таким образом, из всех рассмотренных методов решения поставленной задачи наиболее 

приемлемыми (ввиду их высокой производительности) являются подходы, основанные на ком-

пенсации движения. Вместе с тем у них есть серьезный недостаток – большое количество лож-

ных обнаружений. 

Отслеживание объектов на кадрах видеопоследовательности является еще одной хорошо 

изученной задачей машинного зрения.  Классификация современных алгоритмов отслеживания 

объектов приведена в работе [2]. Обычно алгоритмы отслеживания объектов разрабатываются 

с целью сопровождения одного объекта и имеют высокую вычислительную сложность.  

Исследование проводилось с целью разработки нового алгоритма, способного в реальном 

времени обнаруживать и отслеживать движущиеся объекты небольшого размера, видимые на 

движущейся камере, с низким процентом ложных обнаружений.    

Одновременное обнаружение и отслеживание движущихся объектов. Предлагаемый 

в настоящей статье подход к обнаружению движения использует основные идеи, характерные 

для методов, основанных на компенсации движения и оптическом потоке. Вначале при помощи 

метода компенсации движения находятся области, которые, возможно, принадлежат движу-

щимся объектам. После этого в найденных областях выбираются точки, которые в дальнейшем 

отслеживаются при помощи оптического потока. Похожий подход применялся в работе [3], где 

области возможного движения сначала оцениваются при помощи CNN, а затем при помощи 

оптического потока анализируется величина их смещения. Предлагаемый алгоритм не анализи-

рует области возможного движения при помощи нейронной сети, поскольку вид этих областей 

может зависеть от внешнего вида как движущихся, так и недвижущихся объектов, скорости 

и вида их движения, скорости и вида движения камеры, из-за чего обучение сети для универ-

сального применения представляется большой проблемой. Вместо этого осуществляется от-

слеживание выбранных точек на протяжении долгого времени. Если на нескольких соседних 

кадрах не фиксируется смещение отслеживаемых точек, они удаляются. На каждом кадре близ-
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кие по расположению и форме траекторий движения точки объединяются в группы, которые 

предположительно принадлежат движущимся объектам. Группы движущихся точек с сосед-

них кадров сопоставляются в том случае, если они содержат большое число общих отслежи-

ваемых точек, благодаря чему осуществляется отслеживание объектов, которые предположи-

тельно являются движущимися. Итоговым критерием того, что отслеживаемый объект 

движущийся, будет его смещение относительно фона за время отслеживания на заданную 

длину в пикселах, которая является параметром алгоритма. В результате такого подхода уда-

лось получить низкий процент ложных обнаружений движущихся объектов (ниже, чем пред-

ставленный в статье [2]).  

Таким образом, разработанный алгоритм решает сразу несколько сложных задач компью-

терного зрения. Он был протестирован на видеопоследовательностях, снятых с различных 

БПЛА, и показал свою применимость для решения задачи обнаружения движущихся объектов 

и их сопровождения.  

Алгоритм обнаружения и отслеживания движущихся объектов. На кадрах видеопосле-

довательности, снимаемой бортовой камерой БПЛА, требуется в автоматическом режиме найти 

движущиеся объекты в режиме реального времени или близком к нему. В случае остановки об-

наруженного движущегося объекта его отслеживание прекращается до того момента, пока он 

снова не начнет движение. Каждый движущийся объект выделяется ограничивающим прямо-

угольником и соответствующим ему номером, который свидетельствует о том, что сопровож-

дается тот же самый объект.   

В основе представленного алгоритма лежит идея отслеживания некоторых специально вы-

бираемых точек, количество которых n  строго фиксировано. На текущем кадре точки выбира-

ются из областей, в которых интенсивность пикселов отличается от интенсивностей тех же 

пикселов на предыдущих кадрах, совмещенных с текущим кадром при помощи проективных 

преобразований. Далее выбранные точки отслеживаются на следующих кадрах с помощью ал-

горитма нахождения разреженного оптического потока Лукаса – Канаде [4] (известного метода 

компьютерного зрения, позволяющего найти соответствия между точками на двух последова-

тельных кадрах видеопоследовательности). 

Пусть  1, , ,kI II  – последовательность кадров, на которых необходимо обнаружи-

вать и отслеживать движущиеся объекты;  1{ , , }nP PΛ  – массивы положений отслеживае-

мых точек на кадрах из I , т. е. 
1{ , , , }ik q k k

i i i iP p p p
   на кадре 

kI  представляет собой массив 

из положений отслеживаемой точки на всех кадрах с начала ее отслеживания и до текуще-

го момента. Обозначим 1{ , , }k k k

np pΡ
 

положения отслеживаемых точек на кадре 
kI , а 

1
{ , , }k k k

nS SΘ  – массив траекторий отслеживаемых точек на кадре 
kI , где каждая траектория  

, 1, ,{ , , , }ik q kk k k k k

i i i iS s s s
   отслеживаемой точки представляет собой массив точек на кадре 

kI , 

которые соответствуют положениям 
iP  отслеживаемой точки  на предыдущих кадрах. В 

k

iS  

точка 
,k k k

i is p , а каждая точка 
,k j k

is


находится по формуле 
, 1 1

1 2 ( ),
k j k k k k j k j

i k k k j is H H H p    

  

где 1

q

qH   – проективное преобразование, которое  переводит точки кадра 1qI   на кадр qI  

в предположении, что они не движутся. На практике точка 
,k k j k

i is S   кадра 
kI  всегда находит-

ся на основании точки 
, 1 1k j k k

i is S    кадра 1kI   по формуле 
, , 1

1( )k j k k k j k

i k is H s  

 . Пусть далее 

1
{ , , }k k k

nS SΘ  – массив траекторий отслеживаемых точек на кадре 
kI . На рис. 1 показаны 

траектории отслеживаемых точек на одном из кадров. 

На каждом кадре близкие по расположению и форме траекторий отслеживаемые точки             

объединяются в группы, которые предположительно соответствуют движущимся объектам. 

Обозначим все найденные в ходе работы алгоритма движущиеся объекты как  1, , , .lO OO  

Если движущийся объект 
lO  присутствует на текущем кадре 

kI , то он характеризуется цен-
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тральной точкой k

lС , вектором скорости k

lV , траекторией , 1, ,{ , , , }k k m k k k k k

l l l lT C C C  , ограни-

чивающим прямоугольником k

lR , принадлежащими ему положениями отслеживаемых точек 

k k

l Q Ρ , а также нормированной гистограммой цветов 1 64{ , , }k k k

l h hh  точек из 
k

lQ . 

Пусть kI  – текущий кадр видеопоследовательности .I  Задачей разработанного алгоритма 

является нахождение на нем движущихся объектов. Кроме этого, данный алгоритм устанавли-

вает соответствие между движущимися объектами, обнаруженными на текущем кадре kI , 

и объектами, которые ранее были обнаружены на предыдущих кадрах видеопотока, благодаря 

чему отслеживаются движущиеся объекты на кадрах видеопоследовательности.  

Ниже описываются 11 шагов разработанного алгоритма, с помощью которых отслеживают-

ся движущиеся объекты на всех кадрах видеопоследовательности, кроме двух стартовых. После 

этого приводятся действия, которые осуществляются на стартовых кадрах видеопоследова-

тельности. 

Первым шагом алгоритма является нахождение проективного преобразования 1

k

kH   между 

1kI   и kI , которое переводит точки кадра 1kI   на кадр kI  в предположении, что они не движут-

ся. Для нахождения 1

k

kH   необходимо сначала установить соответствие между некоторыми точ-

ками (желательно, не принадлежащими движущимся объектам) кадров 1kI   и kI . Для этого бе-

рутся точки кадра 1kI  , расположенные на равномерной сетке с шагом 50 пикселов, и ищутся 

точки, соответствующие им на кадре kI , с помощью алгоритма вычисления разреженного оп-

тического потока.   

На втором шаге определяются k
Ρ  и k

Θ  – массивы положений и траекторий отслеживаемых 

точек на k-м кадре. Точки k
Ρ  ищутся при помощи вычисления оптического потока между кад-

рами 1kI   и kI  для точек 1k
Ρ . После этого из массивов Λ , k

Ρ , 1k
Ρ  и 1k

Θ  удаляются некото-

рые элементы, не удовлетворяющие нескольким перечисленным ниже условиям. Если точ-

ке 
k

ip  выходит за пределы кадра kI  либо длина вектора смещения точки 
1( )k k k k

i i ids p H p    

больше заданного параметра алгоритма maxd , то из массивов Λ , k
Ρ , 1k

Ρ  и 1k
Θ  удаляются ,iP  

k

ip , 
1k

ip 
 и 

1k

iS 
 соответственно. Далее все неудаленные точки из k

Ρ добавляются в массивы из 

Λ , т. е. каждая точка 
k k

ip P  добавляется в соответствующий ей массив iP Λ . Чтобы найти 

траектории k
Θ , нужно сначала перевести все точки траекторий 1k

Θ  на кадр kI  при помощи 

гомографии 1

k

kH   и добавить к ним найденные при помощи оптического потока точки k
Ρ . 

На третьем шаге алгоритма в k
Θ  ищутся траектории, которые соответствуют движущимся 

на кадре kI  точкам. Вначале для каждой траектории 
k k

iS Θ , количество точек в которой im , 

вычисляются три параметра: iL  – суммарная длина траектории 
k

iS ; id  – медиана среди 10 по-

следних (либо всех, если 10im  ) смещений точек в траектории 
k

iS ; i  – условный коэффици-

ент, который принимает значение 1, если траектория 
k

iS  не содержит резких (более 
o90 ) изме-

нений направления, и 0 – в противном случае. После этого траектория 
k

iS  считается 

соответствующей движущейся точке при выполнении условий 

min

min

min

,

,

1,

,

i

i i

i

i

d d

L d m

m
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где mind  и min  – параметры алгоритма, которые задают минимальное смещение и минимальное 

время отслеживания точек соответственно. На рис. 1 положения и траектории движущихся то-

чек показаны голубым цветом, а недвижущихся – черным. 

 

  
Рис. 1. Положения и траектории движущихся  

и недвижущихся отслеживаемых точек  

для одного из кадров 

Рис. 2. Группы траекторий движущихся точек  

для одного из кадров 

 

На четвертом шаге производится объединение положений и траекторий движущихся точек 

в группы. Пусть ˆ k kΡ Ρ и ˆ k kΘ Θ – массивы положений и траекторий движущихся точек. 

Вначале для каждой движущейся точки с положением ˆk k

ip P и траекторией ˆk k

iS  Θ на кад-

ре kI  определяются два параметра: вектор скорости движущейся точки 
1,,( ) /ik m kk k k

i i i iV s s m
 

  , 

где im
 
равно либо количеству точек в траектории 

k

iS , если оно меньше 10, либо 10; оценка рас-

стояния до ближайших точек группы  
min

24 2 logk

i ir    , где 
min

ir  
– расстояние от точки

k

ip  до 

ближайшей точки из ˆ k
P . Затем находится первая группа движущихся точек с положениями 

1
ˆ ˆk kQ Ρ и траекториями 

1
ˆ ˆk kΩ Θ . Для этого положение  ˆk k

ip P   и траектория ˆk k

iS  Θ  любой 

движущейся точки добавляются в пустые массивы 
1

ˆ k
Q   и 

1
ˆ k
Ω  и затем находятся положения 

и траектории движущихся точек с близкими к 
k

ip и 
k

iV   положениями и скоростями, т. е. дви-

жущиеся точки с положениями ˆk k

jp P и траекториями ˆ ,k k

jS Θ
 
для которых выполняются ус-

ловия 

,

,

,

2 ,

2 ,

/ 3,

k k k

i j i j

k k

i j

k k

j i

k

i j

r

V V

V V

    


 


 


  

 

где ,

k

i jr – расстояние между точками 
k

ip и 
k

jp ; ,

k

i j – угол между векторами  
k

iV и 
k

jV . Далее точка 

с положением 1
ˆk k

ip Q  и траектория 1
ˆk k

iS  Ω  помечаются как просмотренные, просматривает-

ся следующая движущаяся точка с положением 1
ˆk k

jp Q  и траекторией 1
ˆ ,k k

jS Ω  а в массивы 

1
ˆ k
Q   и 

1
ˆ k
Ω  добавляются положения и траектории близких к ней движущихся точек в том слу-

чае, если они не были добавлены ранее. Процесс добавления положений и траекторий новых 

точек и траекторий продолжается, пока не будут просмотрены все точки и траектории 

в массивах 
1

ˆ k
Q  и 

1
ˆ k
Ω . Аналогично находится вторая группа движущихся точек с положениями 

2 1
ˆ ˆˆ \k k kQ Ρ Q   и траекториями 2 1

ˆ ˆ ˆ\k k kΩ Θ Ω , и так продолжается до тех пор, пока все дви-

жущиеся точки с положениями и траекториями из  ˆ k
P и ˆ k

Θ  не будут добавлены в группы.   
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Пусть далее 1
ˆ ˆˆ { , ..., , ...}k k k

jΣ Q Q  и 1
ˆ ˆ ˆ{ , ..., , ...}k k k

jΨ Ω Ω  – множества таких найденных мас-

сивов положений и траекторий движущихся точек, в которых количество положений и траек-

торий превосходит заданный параметр   На рис. 2 разными цветами показаны найденные 

массивы траекторий движущихся точек из ˆ .k
Ψ  

На пятом шаге алгоритма определяется, соответствуют ли найденные группы точек из ˆ k
Σ

движущимся объектам, обнаруженным на предыдущем 1kI   кадре видеопоследовательности. 

Пусть объект lO O  был обнаружен на кадре 1kI  , тогда ему соответствует некоторая группа 

точек 
1 1k k

l

 Q Ρ . Пусть 
1k O O  – массив объектов, обнаруженных на предыдущем кад-

ре 1kI  . Будем считать, что движущаяся точка с положениями iP Λ   на кадре 1kI   принадле-

жит объекту lO , если 
1 1k k

i lp  Q . Также будем считать, что движущаяся точка с положениями 

iP Λ  принадлежит группе ˆ ˆk k

j Q Σ  на кадре kI , если ˆk k

i jp Q . Тогда каждому объекту 

1k

lO O , обнаруженному на кадре 1kI  , ставится в соответствие группа из ˆ k
Σ , которой при-

надлежит на кадре kI  максимальное количество принадлежащих объекту lO  на кадре 1kI   дви-

жущихся точек. Если нет ни одной движущейся точки, одновременно принадлежащей объек-

ту lO  на кадре 1kI   и какой-то группе из ˆ k
Σ  на кадре kI , то будем считать объект lO  

потерянным на кадре kI . 

На шестом шаге определяются характеристики движущихся объектов, которым на преды-

дущем шаге удалось поставить в соответствие группы точек из ˆ k
Σ . Пусть объекту 

1k

lO O

соответствует группа ˆ ˆ .k k

j Q Σ  Тогда группа точек 
k

lQ  либо равна ˆ k

jQ  в том случае, если не 

было установлено соответствие между ˆ k

jQ  и другими объектами из 1k
O , либо состоит только 

из тех точек, принадлежащих ˆ k

jQ , которые являются положениями на кадре kI  движущихся 

точек, принадлежащих объекту lO  на кадре 1kI  . Далее находятся центр объекта 
k

lС
 
как сред-

нее значение координат точек из группы 
k

lQ , нормированная гистограмма цветов 
k

lh  точек 

из 
k

lQ  и скорость объекта k

lV  как среднее значение скоростей движущихся точек, принадле-

жащих 
k

lQ  на кадре kI . Для нахождения траектории объекта 
k

lT  нужно сначала перевести все 

точки траекторий 
1k

lT 
 на кадр kI  при помощи гомографии 1

k

kH   и добавить к ним 
k

lС . 

На седьмом шаге алгоритма устанавливаются соответствия между группами точек из ˆ k
Σ , 

которым не удалось поставить в соответствие движущиеся объекты, обнаруженные на преды-

дущем кадре 1kI   
видеопоследовательности, и потерянными объектами. Пусть далее O O  – 

массив потерянных объектов и для каждого объекта wO O  известен номер последнего кад-

ра wt , на котором объект wO  был обнаружен. Тогда вначале из ˆ k
Σ  удаляются группы точек, 

соответствующие объектам из 1k
O , а из массивов O  и O  удаляются такие объекты wO O , 

для которых wt k   , где   – заданный параметр. Пусть для каждого потерянного объекта 

wO O  известны следующие показатели: , 1wt k

wC
  – найденное на кадре 1kI   

положение, кото-

рое объект занимал в момент времени wt ; , 1wt k

wT
  – траектория объекта до момента времени wt , 

найденная на кадре 1kI  ; , 1wt k

wV
  – вектор скорости объекта в момент времени wt , пересчитан-

ный для кадра 1kI  . Тогда для каждого потерянного объекта 
wO O  находятся значения 

 , , 1

1
w wt k t kk

w k wС H С


  и , , 1

1( )w wt k t kk

w k wV k H C


   , 1 , 1

1
w wt k t kk

w k wV H C
 

  . Также для каждой группы 

точек ˆ ˆk k

j Q Σ
 
вычисляются среднее значение координат точек ˆ k

jС , средняя скорость точек ˆ k

jV  
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и нормированная гистограмма цветов точек ˆ k

jh . Затем рассчитываются расстояния от каждого 

потерянного объекта из O  до каждой группы из ˆ k
Σ . Расстояние 

,w jd  от wO O  до ˆ ˆk k

j Q Σ  

находится по формулам 

   

,

,

, ,

, ,

, ,

, , ,

,

, , , , ,

ˆ ,

1/(1 ),

( ) / ( ) ,

2 cos cos ,

ˆ ,

0,3 0,1 0,4 0,3 ,

w

w w

w

t kk

w j j w

p

w j w j

t k t kc

w j w j w w w w

a

w j w j w j

th k

w j j w

p c a h

w j w j w j w j w j

Z С C

d

d Z k t V k t V

d

d

d d d d d

 

  

     

    

 

       

h h

 

где 
,w j  – количество движущихся точек, одновременно принадлежащих группе ˆ k

jQ  на кад-

ре kI  и объекту wO  на кадре 
wt

I ; 
,w j  – угол между векторами ,w jZ  и ˆ k

jV ; ,w j  – угол между 

векторами ,w jZ  и 
,
.wt k

wV  Далее последовательно устанавливаются соответствия между элемен-

тами массивов O  и ˆ k
Σ . Для этого в массивах O  и ˆ k

Σ  находятся элементы, расстояние между 
которыми минимально, и если это расстояние меньше единицы, то между ними устанавливает-
ся соответствие, в противном случае процесс поиска соответствий прекращается. Если процесс 

поиска не прекратился, то среди других элементов массивов O  и ˆ k
Σ  ищется новая пара с ми-

нимальным расстоянием и так продолжается до тех пор, пока процесс не остановится. После 

этого происходит вычисление характеристик объектов из O , которым удалось поставить в со-

ответствие группы из ˆ k
Σ . Пусть объекту wO O соответствует группа ˆ ˆk k

j Q Σ , тогда ˆk k

w jQ Q , 

ˆk k

w jС С , ˆk k

w jV V , ˆk k

w jh h . Чтобы найти траектории объекта k

wT , нужно сначала перевести все 

точки траекторий 
, 1wt k

wT


 на кадр kI  при помощи гомографии 1

k

kH   и добавить к ним k

wС . 

На восьмом шаге алгоритма в массив O  добавляются новые движущиеся объекты, соответ-

ствующие некоторым группам точек из ˆ k
Σ . Пусть ˆ ˆk k

j Q Σ  не соответствует движущимся           

объектам из O  и количество точек в самой длинной траектории из ˆ k

jΩ  больше заданного пара-

метра  , тогда в массив O  длины q  добавляется новый объект 1qO   c характеристиками 

1
ˆk k

q j Q Q ,  1
ˆk k

q jС С  , 
1 1{ }k k

q qT С  , 1
ˆk k

q jV V  , 1
ˆk k

q j h h . 

На девятом шаге алгоритма производится индикация движущихся объектов. Если длина 

траектории  
k

lT  объекта 
k

lO O  больше заданного параметра алгоритма  , то для данного    

объекта вычисляется ограничивающий прямоугольник 
k

lR  точек 
k

lQ , который рисуется на 

изображении. Если объекту lO  на предыдущих кадрах не был присвоен уникальный идентифи-

катор, то он присваивается на текущем кадре. На рис. 3 показан итоговый вид индикации дви-
жущихся объектов для одного из кадров. 

Хотя движущиеся объекты были найдены на предыдущем шаге, для того чтобы алгоритм 
мог и дальше находить движущиеся объекты на последующих кадрах, нужно совершить еще 
несколько дополнительных шагов.  

На десятом шаге удаляются некоторые положения и траектории отслеживаемых точек из 

массивов Λ , k
Ρ  и k

Θ . Если количество точек в траектории 
k

iS  больше 
min  и либо 

minid d , 

либо 0i  , то из Λ , k
Ρ  и k

Θ  удаляются iP , 
k

ip  и 
k

iS  соответственно. 
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Рис. 3. Индикация движущихся объектов  

для одного из кадров 

Рис. 4. Итоговый вид изображения Dk                               

для одного из кадров 

 

Одиннадцатым шагом алгоритма является добавление новых отслеживаемых точек. Пусть 

количество точек в массиве k
Ρ  на данный момент равно q , где q n . Обозначим число точек, 

которые необходимо добавить к ,k
Ρ  как n q   . Далее строится изображение 

kD  c такой же 

размерностью, как у кадра 
kI , интенсивность каждого пиксела p  которого равна

 3 6

1 1( ) min ( ) ( ( )) , ( ) ( ( ))k k

k k k k k k kD p I p I H p I p I H p 

     в том случае, если номер кадра 

6,k  либо 
1

1( ) ( ) ( ( )) ,k

k k k kD p I p I H p

   если 6k  . В представленных формулах 
k j

kH 
 – про-

ективное преобразование, которое переводит точки кадра 
kI  на кадр .k jI   (

k j

kH 
 можно найти 

как композицию преобразований между соседними кадрами, т. е. 
2 1

1 1

k j k j k k

k k j k kH H H H   

   , 

где, например, 
1k

kH 
 –  отображение, обратное к 1.

k

kH  ) Далее в 
kD  обнуляются значения тех 

пикселов, интенсивность которых меньше заданного параметра  , и пикселов, соответствую-

щих уже отслеживаемым точкам .k
Ρ  На рис. 4 показан итоговый вид изображения 

kD  для од-

ного из кадров. После нахождения изображения 
kD  на нем ищутся связные области пикселов 

с ненулевой интенсивностью. После этого из / 3q  самых больших найденных областей по оче-

реди выбираются новые точки 
k

q jp  , где j  , и добавляются в k
Ρ . В массивы Λ  и k

Θ  также 

добавляются новые элементы { }k

q j q jP p   и { }k k

q j q jS p  . 

Как было сказано выше, действия, которые осуществляются на стартовых кадрах 
1I  и 

2I  

видеопотока, отличаются от описанных выше. Кадр 
1I  просто сохраняется. Для кадра 

2I  сна-

чала необходимо найти проективное преобразование 
2

1H  между 
1I  и 

2I , как на первом шаге 

алгоритма, после чего добавить положения и траектории n  отслеживаемых точек в пустые мас-

сивы Λ , 2
Ρ  и 2

Θ , как на одиннадцатом шаге алгоритма. 

Результаты тестирования алгоритма. Работа представленного алгоритма была проверена на 

видеопоследовательностях двух широко известных баз данных (UAV123 [5] и  VisDrone [6]), сня-
тых бортовой видеокамерой БПЛА.  Благодаря появившейся недавно базе данных PESMOD [7], 

содержащей размеченные видеопоследовательности с БПЛА, удалось численно сравнить ре-
зультаты работы представленного алгоритма с тремя известными алгоритмами, основанными 

на компенсации движения: MCD [8], SCBU [9] и разработанным создателями базы данных 
PESMOD.  

Для тестирования алгоритма из баз данных UAV123 и VisDrone были выбраны видеопосле-
довательности, полученные съемкой с достаточно большой высоты. Угол наклона камеры на 

видеопоследовательностях варьируется от 0 до 80° к вертикали. Выбранные видеопоследова-
тельности были разбиты на две группы. В первую группу были отобраны 6 видеопоследова-

тельностей, снятых с высоты выше 100 м, а во вторую – 16 видеопоследовательностей, сня-
тых с высоты около 50 м. На тестовых видеопоследовательностях присутствуют движущиеся      
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объекты разного размера (от 40 до 10 000 пикселов), снятые при разном освещении. Количе-

ство одновременно движущихся объектов на некоторых видеопоследовательностях достига-
ет 20. Размер кадров равен 1280×720 пикселов. Работа алгоритма тестировалась на персональ-

ном компьютере с процессором Intel(R) Core(TM) i7-4770 с тактовой частотой 3,5 ГГц. 
Быстродействие алгоритма на всех видеопоследовательностях составляет 25–30 кадров в се-

кунду. На рис. 5 показаны результаты применения алгоритма на кадрах из видеопоследова-

тельностей первой (сверху) и второй (снизу) групп соответственно. 

  
 

 

  
 

Рис. 5. Примеры работы алгоритма на кадрах видеопоследовательностей первой (сверху) и второй (снизу) групп 

При проведении анализа работы алгоритма для каждого движущегося объекта из видеопо-

следовательностей были записаны интервалы его движения, а также интервалы верной индика-

ции движения, для каждого интервала индикации объекта – номер, которым идентифицировал-

ся объект. Отдельно были записаны номера и интервалы ошибочной индикации движущихся 

объектов. В том случае, если несколько объектов идентифицировались одним номером, счита-

лось, что в данный момент идентифицировался только один объект (рис. 6). Если один объект 

идентифицировался несколькими номерами, считалось, что все индикации, кроме одной, оши-

бочны (рис. 7). Благодаря такому ручному описанию движений объектов и результатов работы 

алгоритма на видеопоследовательностях были вычислены некоторые характеристики качества 

работы алгоритма.  

  

Рис. 6. Пример идентификации двух движущихся  

объектов одним индексом 

Рис. 7. Пример идентификации одного движущегося 

объекта двумя индексами 
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Далее вначале рассмотрим характеристики качества индикации движущихся объектов, а за-

тем характеристики качества сопровождения движущихся объектов. 

С целью оценки качества индикации движущихся объектов вычислялись следующие харак-

теристики: количество движущихся объектов на всех видеопоследовательностях, n ; количество 

обнаруженных хотя бы один раз  движущихся объектов на всех кадрах всех видеопоследова-

тельностей, m ; количество изображений движущихся объектов на всех кадрах всех видеопо-

следовательностей, ;N  количество верных индикаций движущихся объектов на всех кадрах 

всех видеопоследовательностей, TP ; количество ошибочных индикаций движущихся объектов 

на всех кадрах всех видеопоследовательностей, FP ; точность (precision) индикации, 

/( );Pr TP TP FP   полнота  (recall) индикации, /R TP N . 

Ниже представлены результаты тестирования для двух групп видеопоследовательностей. 

Видеопоследовательности первой группы, снятые с большой высоты, содержат движущиеся 

объекты небольшого размера (около 100 пикселов), смещение которых на соседних кадрах не-

велико, поэтому алгоритм запускался с 2000n , max 100,d 
 min 0,25,d 

 min 5, 
 

20, 
 

3  , 100  , 20    
и 10  . Видеопоследовательности второй группы, снятые с небольшой 

высоты, содержат объекты разного размера и типа (в основном люди и автомобили), величина 

смещения объектов между кадрами сильно зависит от типа объекта и высоты сьемки. На вто-

рой группе видеопоследовательностей алгоритм запускался с 2000n , max 100,d 
 min 0,5,d   

min 5,  20  , 5  , 100  , 20   и 40.  Оценки качества индикации движущихся           

объектов на кадрах видеопоследовательностей первой и второй групп приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Оценки качества индикации движущихся объектов 

 Группа 

Первая Вторая 

Количество движущихся объектов, n  48 229 

Количество обнаруженных движущихся объектов, m  40 192 

Количество изображений движущихся объектов на кадрах, N  10 869 59 405 

Количество верных индикаций движущихся объектов, TP  5826 31 791 

Количество ошибочных индикаций движущихся объектов, FP  168 1736 

Точность индикации движущихся объектов, Pr  0,972 0,948 

Полнота индикации движущихся объектов, R  0,536 0,535 

Относительно невысокие значения полноты индикации R  объясняются тем, что алгоритм 

перед индикацией объекта некоторое время отслеживает его до того момента, пока не будет 

зафиксировано значительное смещение объекта. Благодаря этому удалось получить высокую 

точность индикации Pr .  

Чтобы увидеть зависимость вероятности верной индикации движущихся объектов от време-

ни их движения, для каждого изображения движущегося объекта на кадрах видеопоследова-

тельности было вычислено время движения – количество кадров, прошедшее с момента начала 

его движения. Оценки зависимости вероятности верной индикации движущегося объекта от 

времени движения для видеопоследовательностей первой группы приведены на рис. 8, а и 9, а, 

второй группы – на рис. 8, б и 9, б. На рис. 8 синим цветом показаны графики зависимости ко-

личества изображений движущихся объектов на кадрах видеопоследовательностей от времени 

движения, желтым – графики зависимости количества верных индикаций изображений движу-

щихся объектов от времени движения. На рис. 9 изображены графики зависимости вероятности 

верной индикации движущихся объектов на кадрах видеопоследовательностей от времени 

движения.  
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а)                                                                                                       б) 
 

Рис. 8. Графики зависимостей количества изображений движущихся объектов и их индикаций от времени  

движения на кадрах видеопоследовательностей: а) первой группы; б) второй группы 

 

  

а)                                                                                                       б) 
 

Рис. 9. Графики зависимости вероятности верной индикации движущихся объектов от времени  

движения для видеопоследовательностей: а) первой группы; б) второй группы 

 

На представленных графиках видно, что алгоритм плохо обнаруживает движущиеся объек-

ты в начале их движения, однако со временем вероятность индикации линейно растет пример-

но до 100-го кадра, после 100-го кадра вероятность индикации составляет примерно 0,6–0,8.   

С целью оценки качества отслеживания движущихся объектов вычислялись следующие ха-

рактеристики: количество обнаруженных движущихся объектов на всех видеопоследователь-

ностях, m ; количество верно отслеженных движущихся объектов на всех видеопоследователь-

ностях, t ; вероятность верного отслеживания объекта на видеопоследовательности, /tP t m . 

Обнаруженный объект считался верно отслеженным в том случае, если на протяжении всего 

времени движения он идентифицировался только одним числом и ни один другой объект (либо 

ложное обнаружение) не идентифицировался этим числом. Оценки качества отслеживания 

движущихся объектов на кадрах видеопоследовательностей первой и второй групп приведены 

в табл. 2. 
 

Таблица 2 

Оценки качества отслеживания движущихся объектов 

 Группа 
Первая Вторая 

Количество обнаруженных движущихся объектов, m  40 192 

Количество верно отслеженных движущихся объектов, t  35 140 

Вероятность верного отслеживания объекта, tP  0,875 0,729 
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Из представленных вероятностей неясно, как долго алгоритм может отслеживать движу-

щийся объект, поскольку все верные сопровождения могут прийтись на объекты, которые дви-

гались непродолжительное время. Для того чтобы увидеть зависимость вероятности верного 

отслеживания такого объекта от времени движения, для каждого идентифицированного изоб-

ражения движущегося объекта на кадрах видеопоследовательности было вычислено время от-

слеживания – количество кадров, прошедшее с момента его первой индикации на предыдущих 

кадрах. Также было проверено, верно ли отслежен объект, т. е. идентифицируется ли он на всех 

предыдущих кадрах только одним числом. Результаты анализа зависимости вероятности верно-

го отслеживания движущегося объекта от времени отслеживания для видеопоследовательно-

стей первой группы приведены на рис. 10, а и 11, а, второй группы – на рис. 10, б и 11, б. 

На рис. 10 и 11 желтым цветом показаны графики зависимости количества идентифицирован-

ных изображений движущихся объектов на кадрах видеопоследовательностей от времени от-

слеживания, синим – графики зависимости количества верно отслеженных изображений дви-

жущихся объектов от времени отслеживания. На рис. 11 изображены графики зависимости 

вероятности верного отслеживания движущихся объектов на кадрах видеопоследовательностей 

от времени отслеживания. 

  

а)                                                                                                       б) 

Рис. 10. Графики зависимости количества идентифицированных и верно отслеженных изображений движущихся 

объектов от времени отслеживания на кадрах видеопоследовательностей: а) первой группы; б) второй группы 

 

  

а)                                                                                                       б) 

Рис. 11. Графики зависимости вероятности верного отслеживания движущихся объектов от времени  

отслеживания для видеопоследовательностей: а) первой группы; б) второй группы 

 

На рис. 10 и 11 видно, что алгоритм надежно сопровождает движущиеся объекты, вероят-

ность верного сопровождения незначительно снижается с течением времени, однако остается 

высокой даже для объектов, которые на тестовых видеопоследовательностях двигались наибо-

лее продолжительное время. 
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Кроме представленного выше анализа работы алгоритма, было проведено его сравнение 

с известными алгоритмами индикации движущихся объектов, основанными на компенсации 

движения.  Сравнение проводилось на базе данных PESMOD, в которой находятся шесть слож-

ных видеопоследовательностей с небольшими движущимися объектами. Размер кадров 

в PESMOD равен 1920×1080 пикселов. На рис. 16 приведены примеры работы алгоритма на 

кадрах последовательностей из PESMOD. Зелеными рамками показаны движущиеся объекты, 

выделенные вручную, синими – найденные алгоритмом. 

  
Рис. 16. Примеры работы алгоритма на кадрах видеопоследовательностей PESMOD 

 
Благодаря программному обеспечению, разработанному создателями базы PESMOD, для 

каждой видеопоследовательности удалось вычислить следующие критерии качества работы 

алгоритма индикации: точность (precision) индикации, Pr ; полноту (recall) индикации, R

и обобщающий их критерий 
1 2 /( )F Pr R Pr R    .  

В табл. 3 производится сравнение рассматриваемого в настоящей статье алгоритма с извест-

ными алгоритмами MCD, SCBU, а также алгоритмом, разработанным создателями базы данных 

PESMOD. Данные, содержащиеся в таблице, – это средние значения критериев Pr , R  и 
1,F  

полученные для всех шести последовательностей из PESMOD. Предлагаемый алгоритм тести-

ровался при 1000n , 
max 100d  , 

min 0,5d  , 
minτ 5 , 5  , 3  , 100  , 30  , 10  . 

 
  Таблица 3 

Сравнительные характеристики представленного алгоритма и известных алгоритмов 

Показатели MCD SCBU PESMOD 
Представленный 

алгоритм 

Pr  0,5424 0,4268 0,5452 0,8636 

R  0,5607 0,4416 0,5070 0,6338 

1F  0,3828 0,4108 0,4302 0,6718 

 

Из табл. 3 видно, что разработанный алгоритм превосходит рассмотренные известные алго-

ритмы, основанные на компенсации движения. Наибольшим преимуществом алгоритма являет-

ся высокий показатель точности индикации .Pr  

Проведенный анализ показывает, что предварительное отслеживание движущихся объектов 

позволяет значительно понизить вероятность ложных обнаружений движущихся объектов. 

Заключение. Разработан алгоритм автоматического обнаружения и отслеживания движу-

щихся объектов, предназначенный для использования на борту БПЛА. Эксперименты с ви-

деопоследовательностями, снятыми видеокамерами c различных БПЛА, показали работоспо-

собность предложенного алгоритма. Достоинством алгоритма является то, что он редко 

обнаруживает ложное движение. Вместе с тем данный алгоритм не сразу обнаруживает дви-

жущиеся объекты, а только через некоторое время после начала их движения – это, несомнен-

но, его недостаток.  
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Численное сравнение работы представленного алгоритма на базе данных PESMOD с тремя 

известными алгоритмами, основанными на компенсации движения, показало, что он превосхо-

дит другие алгоритмы по всем важным показателям качества индикации движущихся объектов, 

поскольку надежно сопровождает движущиеся объекты и способен в реальном времени решать 

задачу сопровождения их большого количества. Кроме того, представленный алгоритм спосо-

бен обнаруживать и отслеживать движущиеся объекты малого размера (до 40 пикселов), сме-

щение которых между соседними кадрами в среднем может составлять 0,25 пиксела. Таким об-

разом, разработанный алгоритм может успешно применяться на борту БПЛА. 
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19 января 2021 г. на 76-м году ушел из жизни Николай Иванович Киркоров – талантливый 

и высококвалифицированный специалист в сфере создания специализированного программного 
обеспечения, используемого в аэрокосмической и картографической областях знаний.  

Николай Иванович родился 22 мая 1945 г. в г. Горячий Ключ Краснодарского края России, 
школу закончил в Минске. После окончания Минского радиотехнического института в 1968 г. 
по специальности «Математические и счетно-решающие приборы и устройства» был распреде-
лен в лабораторию программирования Специального конструкторского бюро Минского завода 
счетных машин им. Г. К. Орджоникидзе (ныне ОАО «МПОВТ»). Николай Иванович занимался 
вопросами системного программирования и цифровой обработки изображений.  

В период с 1978 по 1989 г. работал начальником отдела № 110 СКТБ с ОП Института техни-
ческой кибернетики АН БССР (ныне Объединенный институт проблем информатики НАН Бе-
ларуси) и являлся одним из основных руководителей и разработчиков ряда проектов оборонной 
тематики, в частности проекта по разработке методов и средств картографического обеспече-
ния крылатых ракет. С 1989 г. (после присоединения СКТБ с ОП к институту) по 1997 г. зани-
мал должность главного конструктора проекта в лаборатории геоинформатики.  

С 1998 г. и вплоть до 2020 г. Николай Иванович работал в научно-конструкторском управ-
лении (НКУ) «Космос» ОАО «Пеленг»: сначала главным специалистом по программному обес-
печению цифрового картографирования, а затем заместителем начальника отдела. В НКУ 
«Космос» руководил и лично участвовал в разработке систем наземной обработки информации 
целевой аппаратуры космических аппаратов, в том числе БКА. С 1998 по 2001 г. являлся чле-
ном некоммерческой организации «ГИС-Ассоциация» (Москва), принимал участие в междуна-
родных конференциях по проблемам ДЗЗ, проводимых компанией «Совзонд» и Институтом 
космических исследований РАН. 

Н. И. Киркоров запатентовал четыре изобретения в области распознавания образов, опубли-
ковал ряд работ по распознаванию образов и цифровой фотограмметрической обработке дан-
ных ДЗЗ. В период с 1997 по 1998 г. в инициативном порядке, самостоятельно и без консульта-
ций ученых-фотограмметристов им была разработана цифровая фотограмметрическая система 
DPS-97, а затем ее модификация RealisticMар для обработки данных космосъемки и данных 
блока аэрофотостереосъемки, выходные результаты расчетов которой были сопоставимы 
с данными известных зарубежных систем. На базе разработок Николая Ивановича был создан 
пакет программ по обработке материалов аэрофотостереосъемки, который затем использовался 
в навигационно-топографической службе Вооруженных Сил Республики Беларусь. 
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Николай Иванович являлся одним из тех специалистов, благодаря которым была успешно 
введена в эксплуатацию и функционирует Белорусская космическая система дистанционного 
зондирования Земли. Созданное под его руководством специализированное программное обес-
печение позволило успешно обработать первую в Беларуси собственную космическую инфор-
мацию, полученную от целевой аппаратуры БКА. Результаты обработки первого сброса целе-
вой информации БКА показали корректность реализованных математических алгоритмов, 
а сформированные изображения земной поверхности совокупно с их сопроводительной ин-
формацией позволили убедиться в том, что штатно работает не только целевая аппаратура, но 
и некоторые другие системы космического аппарата. Созданное программное обеспечение 
(первое в Беларуси с таким функционалом) по сути было соизмеримо с тем, которое разработал 
коллектив российских ученых и программистов. Н. И. Киркоров также принимал активное уча-
стие в летных испытаниях БКА, оперативно реализовывал дополнительный функционал. Он 
показал себя специалистом, способным творчески, на высоком уровне и в сжатые сроки решать 
сложные технические задачи.  

За годы своей трудовой деятельности Николай Иванович активно сотрудничал с коллегами 
из навигационно-топографического управления Генерального штаба Вооруженных Сил Рес-
публики Беларусь, предприятий «Белгеодезия» и «БелПСХАГИ», РУП «Проектный институт 
Белгипрозем», Института природопользования НАН Беларуси, факультета географии и геоин-
форматики Белгосуниверситета, Объединенного института проблем информатики и УП «Гео-
информационные системы» НАН Беларуси. 

Н. И. Киркоров пользовался заслуженным авторитетом и уважением среди специалистов по 
обработке данных ДЗЗ, обладал высоким уровнем квалификации в областях обработки изобра-
жений, картографии, геодезии, фотограмметрии, низкоуровневого и высокоуровневого про-
граммирования, отлично знал технологии, следил за публикациями в отечественной и зарубеж-
ной научной литературе. Его компетентность и высокий профессионализм обеспечивали 
плодотворное сотрудничество не только с отечественными специалистами, но и коллегами из 
России, Китая, Индии и Египта. За успешные результаты выполненных проектов оборонной 
тематики Николай Иванович Киркоров был награжден орденом «Знак Почета», удостоен меда-
ли «90 лет Вооруженным Силам Республики Беларусь». 

Более 40 лет Николай Иванович являлся руководителем ряда коллективов разработчиков, 
создававших пакеты программ специализированного назначения, был прекрасным организато-
ром и энтузиастом своего дела, поражал работоспособностью и заряжал коллег своей увлечен-
ностью работой, всегда непосредственно участвовал во всех проектах. Он брал на себя разра-
ботку алгоритмов и реализацию самых ответственных элементов системы, уважал и ценил 
специалистов высокого класса, с удовольствием с ними сотрудничал, при этом никогда не от-
казывал в помощи своим сотрудникам, терпеливо объяснял пути решения поставленной задачи, 
обучал и охотно делился своими знаниями и накопленным опытом. Благодаря его усилиям за 
все эти годы большому количеству молодых специалистов был дан серьезный стартовый уро-
вень успешной трудовой деятельности. Николай Иванович постоянно совершенствовал свои 
разработки и построил хороший фундамент для создания новых и дальнейшего развития суще-
ствующих программных пакетов, разрабатываемых НКУ «Космос». Отдельные элементы си-
стемы в настоящее время используются в работах по созданию целевой аппаратуры нового 
космического аппарата Беларуси. Н. И. Киркоров внес большой вклад в решение задач аэро-
космической области в нашей стране, трудился на благо ее развития до последних дней жизни. 

Николай Иванович всегда практически полностью был погружен в работу и вместе с тем 
оставался разносторонним человеком: занимался спортом, увлекался туризмом и горными лы-
жами, ценил хорошую поэзию и искренне восхищался талантливыми людьми из любой сферы 
деятельности. Это был любящий отец, неравнодушный и порядочный человек, умевший под-
держать в трудной ситуации и оказать помощь. 
 
 

А. В. Тузиков, Д. А. Сикорский, Г. В. Лосик, Т. Г. Царик  
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О научной деятельности  
Николая Романовича Торопова 

 
 

About scientific activity  
of Nikolai Romanovich Toropov 

 
 

 

 
50 лет тому назад – 26 ноября 1971 г. – в Институте технической кибернетики АН БССР по 

инициативе доктора технических наук А. Д. Закревского и его учеников была создана 
лаборатория системного программирования и логического синтеза, впоследствии переимено-
ванная в лабораторию логического проектирования ОИПИ НАН Беларуси. Николай Романович 
Торопов (13.06.1935–15.04.2021) возглавлял сектор системного программирования с момента 
основания лаборатории, в которой он проработал до 2009 г. Основным направлением его 
научной деятельности была разработка систем программирования для алгоритмического языка 
ЛЯПАС, автором которого являлся А. Д. Закревский. ЛЯПАС (Логический Язык Представле-
ния Алгоритмов Синтеза дискретных автоматов) появился на заре распространения универ-
сальных цифровых вычислительных машин (УЦВМ) в Советском Союзе. Позже вместо УЦВМ 
стали употреблять термины «электронные вычислительные машины» и «компьютеры». Работы 
по созданию языка ЛЯПАС и первой системы программирования с ним были начаты в 1962 г. 
К марту 1964 г. был продемонстрирован в действии отечественный язык программирова-
ния ЛЯПАС на первой в Сибири машине «Урал-1» и были представлены результаты экспе-    
риментально-статистических испытаний оригинальных алгоритмов синтеза дискретных ав-          
томатов. 

Вычислительная машина «Урал-1» была приобретена Томским университетом в 1958 г. 
К этому времени Н. Р. Торопов окончил радиофизический факультет Томского университета, 
и ему довелось осваивать новую технику. В составе группы своих товарищей-выпускников он 
выполнял обязанности инженера по эксплуатации машины «Урал-1» приблизительно в течение 
двух лет, до того момента, когда их сменили новые выпускники радиофизического факультета. 
Таким образом, Николай Романович был одним из пионеров освоения вычислительных машин 
в Сибири. После этого он занимался разработкой элементов вычислительной техники на полу-
проводниковых приборах, сменивших впоследствии громоздкие и малонадежные вакуумные 
лампы, на которых тогда строилась вся вычислительная техника. 

Момент ввода программирующей системы ПС-ЛЯПАС в эксплуатацию совпал с пиком 
серийного выпуска машин «Урал-2» (Пенза) и М-20 (Казань) и их широкого распространения 
в СССР. В результате не только сам ЛЯПАС, но и прикладные программные продукты, 
созданные на его базе, оказались востребованы во многих городах Советского Союза (Москве, 
Ленинграде, Риге, Новосибирске, Свердловске, Киеве, Севастополе, Таганроге, Кишиневе, 
Фрунзе и др.). Наибольшее распространение получили две версии языка: ЛЯПАС-70 на маши-
нах М-20, БЭСМ-3М, БЭСМ-4, СМ-4, «Минск-2», «Минск-22»  и ЛЯПАС-71  на машинах                 
М-220, БЭСМ-6. В 1974 г. в Минске начались исследования по реализации языка ЛЯПАС  
и созданию системы программирования для ЭВМ «Минск-32». Николай Романович добился 
высоких результатов в области системного программирования. Так, группа разработчиков                
под его руководством создала диалоговую систему ДИСМО, реализованную на машине                 
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«Минск-32», которая была оснащена терминалами по типу пишущей машинки. ДИСМО была 
одной из первых интерактивных систем, показала хорошие эксплуатационные характеристики 
по параллельному обслуживанию многих абонентов и явилась предвестником будущих систем 
с новой версией языка ЛЯПАС-М для различных моделей компьютеров. На протяжении 
всей своей деятельности Н. Р. Торопов был одним из ближайших соратников А. Д. Закревс-
кого. Результатом их совместной работы по языку ЛЯПАС-М стала монография «Система 
программирования ЛЯПАС-М» [1]. О реализации диалоговой системы программирования ЛЕС 
(ЛЯПАС-М для ЕС ЭВМ) Николай Романович написал отдельную монографию [2] и серию 
брошюр по математическому обеспечению ЭВМ [3, 4]. В языке ЛЯПАС-М символика была 
приближена к стандартным алфавитам отечественных устройств отображения информации, 
включены новые операции над символами и двухмерными логическими массивами, наз-
ванными комплексами. Созданные программирующие системы ЛЯПАС-М для ЭВМ серии ЕС 
содержали развитый набор программных средств, достаточных для разработки сложных 
комплексов автоматизации логического проектирования. Обзор по языку ЛЯПАС и его 
реализациям был представлен в работе [5].    

Николай Романович руководил разработкой не только программных средств системного 
программирования, но и инструментальных средств логического проектирования дискретных 
устройств [6], сам разрабатывал эффективные алгоритмы и программы решения оптимиза-
ционных комбинаторных задач в области логического проектирования дискретных устройств. 
Одной из них является классическая задача совместной и раздельной минимизации систем 
полностью и не полностью определенных булевых функций в классе дизъюнктивных нормаль-
ных форм. Описания алгоритмов и программ на языке ЛЯПАС для решения задачи миними-
зации булевых функций были представлены Н. Р. Тороповым в отдельной главе коллективной 
монографии «Синтез асинхронных автоматов на ЭВМ» [7], затем он написал эффективные 
программы минимизации и на языке C++ [8]. Данные программы оказались конкуренто-
способными по качеству получаемых решений с лучшими из зарубежных программ и по сей 
день используются в разработках лаборатории логического проектирования при создании 
систем автоматизированного проектирования заказных сверхбольших интегральных схем.  

Много усилий Н. Р. Торопов направлял на разработку эффективных алгоритмов и программ 
для решения задач полиномиальных представлений булевых функций. Монография «Полино-
миальная реализация частичных булевых функций и систем» [9] была посвящена оптимизации 
полиномиальных представлений булевых функций (полиномов Жегалкина и Рида – Маллера). 
Предложенные методы и алгоритмы базировались на теории линейных векторных пространств. 
Практически все предложенные в книге оригинальные методы оптимизации полиномиальных 
представлений булевых функций были программно реализованы и испытаны на потоках 
примеров практической размерности и используются в лаборатории логического проекти-
рования.  

Николай Романович разработал эффективные программы решения больших систем 
логических уравнений (сотни уравнений), но с ограниченным числом переменных в каждом 
уравнении (порядка десяти), которые нашли практическое применение в криптографии. 
Появление в ОИПИ НАН Беларуси суперкомпьютеров стимулировало разработку соответ-
ствующих программных средств логического проектирования. Н. Р. Торопов принимал актив-
ное участие в выполнении программы «Триада» Союзного государства, разрабатывал  методы 
параллельных комбинаторных вычислений, алгоритмы и программы выполнения операций над 
дизъюнктивными нормальными формами, а также программы решения линейных логических 
уравнений [10, 11]. С 1989 по 2009 г. он опубликовал более 60 научных работ. Под научным 
руководством Н. Р. Торопова были защищены кандидатские диссертации Д. И. Черемисинова, 
Н. А. Кириенко, В. И. Романова и А. А. Прихожего.  

Николай Романович Торопов остался в памяти коллег талантливым ученым, высококвали-
фицированным специалистом в области программирования, трудолюбивым и ответственным 
научным сотрудником.  
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