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ОБРАБОТКА ИЗОБРАЖЕНИЙ, СИГНАЛОВ И РЕЧИ 

УДК 004.93; 519.68 
В.А. Ковалев, А.А. Дмитрук, И.В. Сафонов 

МЕТОД ПОИСКА СВЯЗЕЙ МЕЖДУ МОРФОЛОГИЧЕСКИМИ СТРУКТУРАМИ 
ГИСТОЛОГИЧЕСКИХ ИЗОБРАЖЕНИЙ И ПОКАЗАТЕЛЯМИ СОСТОЯНИЯ 

ОНКОЛОГИЧЕСКИХ БОЛЬНЫХ 

Предлагается метод поиска и визуализации структур, связанных с показателями состоя-
ния онкологических больных. В основе метода лежит многоступенчатая процедура, включающая 
подсчет признаков изображения, извлечение главных компонент, корреляцию главных компонент с 
известными свойствами объекта и проекцию найденных зависимостей на исходные гистологиче-
ские снимки с целью выделения информативных структурных образований. Находятся зависимо-
сти между клиническими показателями и морфологическими структурами на соответствующих 
изображениях. 

Введение 

Визуальный осмотр гистологических изображений является «золотым стандартом» при 
постановке окончательного диагноза [1, 2], определении стадии и лечения в случае многих ви-
дов рака. При этом в общей дисциплине анализа биомедицинских изображений проблеме ана-
лиза гистологических изображений до сих пор уделяется недостаточно внимания [3–5]. Основ-
ная причина этого заключается в заметной морфологической сложности, которая присуща мик-
роскопным снимкам тканей живых организмов [3, 4]. В этой связи авторами рассмотрена зада-
ча нахождения соответствий между диагностическими показателями онкологических больных 
и морфологическими структурами на гистологических изображениях ткани яичника.  

Выбор типа анализируемых изображений обусловлен тем, что рак яичника – разруши-
тельное заболевание, признанное одной из главных причин женских гинекологических смертей 
в мире [6]. Начальные признаки злокачественной опухоли в виде небольшого и безболезненно-
го увеличения живота остаются без внимания, и первое обращение женщин в больницы проис-
ходит обычно на поздних стадиях заболевания. Поэтому пятилетняя выживаемость в этом слу-
чае не превышает 20 % [6, 7].  

Наряду с изображениями образцов ткани яичника, окрашенных гематоксилин-эозином 
(рутинная окраска), были рассмотрены изображения, окрашенные маркером D2-40. Этот мар-
кер выделяет лимфатические сосуды в тканях яичника (если точнее, то он является селектив-
ным маркером лимфатического эндотелия в нормальных тканях и патологических сосудистых). 

Излагаемый метод разработан в рамках большого проекта, направленного на изучение 
ангиогенеза злокачественных опухолей в ткани яичника [8]. Ангиогенез как развитие новой 
системы кровеносных сосудов – это важный фактор существенного увеличения опухоли и 
метастазирования [7]. Без ангиогенеза размер опухоли естественным образом ограничивается 
1–2 мм, поскольку для дальнейшего ее роста необходим кислород и питание [9]. Надежды на 
лечение рака связаны с поиском способов торможения процесса ангиогенеза. Отсюда следу-
ет, что обнаружение связей между структурой опухоли, характеристиками ее роста и состоя-
нием пациента является первостепенной задачей для онкологии [6, 7].  

В клинической практике предусмотрен сбор информации в базу данных пациентов, со-
держащую изображения различных модальностей и показатели онкологических больных. 
К таким показателям относятся, например, социальный статус пациента, результаты обследо-
ваний и лабораторных тестов до и после операции, история болезни и т. п. Техническая про-
блема состоит в поиске статистически значимых зависимостей между морфологическими 
структурами на изображениях, представленными в форме количественных характеристик, и 
записями в таблице показателей пациентов. Такие корреляции могут быть найдены непосредст-
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венно с помощью известных методов многомерного статистического анализа. Однако эта тех-
ника применима только для априорного анализа, когда существуют предположения о возмож-
ных взаимосвязях между структурами на изображении и состоянием пациента и статистиче-
ский анализ применяется с целью подтвердить или опровергнуть эти гипотезы. Данный подход 
использовался авторами на этапе предварительного исследования. Осуществлялся поиск соот-
ветствий между состоянием пациента и структурами, отмеченными маркером D2-40. Для этого 
лимфатическая сеть была сегментирована и охарактеризована пятью количественными призна-
ками. Далее был проведен поиск корреляций признаков с данными пациентов. Полученные ча-
стные и достаточно скромные выводы не оправдали затраченное время и ресурсы на решение 
данной задачи [8]. Поэтому рассмотрен альтернативный исследовательский подход, который 
позволяет, во-первых, обнаружить множество объективно существующих связей и, во вторых, 
интерпретировать найденные результаты с медицинской точки зрения. Таким образом, работа 
выполнена в области интеллектуального анализа изображений (image mining). Подобно интел-
лектуальному анализу данных (data mining) анализ изображений может быть интерпретирован 
в этом смысле как процесс обнаружения скрытых и неочевидных структур [10, 11] и извлече-
ния из изображений связей и данных, не хранящихся в базе в явном виде [12–14]. В силу мор-
фологической и структурной сложности гистологических изображений процесс их анализа 
сложно автоматизировать. Поэтому всесторонний интеллектуальный анализ данных является 
многообещающим для решения поставленных задач. 

Для получения ожидаемых результатов разрабатываемый метод поиска связей между 
морфологическими структурами гистологических изображений и показателями состояния он-
кологических больных должен удовлетворять следующим требованиям: 

1) дескрипторы изображений должны быть в достаточной мере информативными для 
адекватного представления широкого диапазона морфологических признаков изображений, как 
цветных, так и представленных оттенками серого; 

2) количественные признаки, вычисленные с помощью дескрипторов и коррелированные 
с данными пациентов, должны допускать несложное отображение отобранных корреляций на 
оригинальные изображения для визуализации ключевых морфологических структур; 

3) число признаков для описания одного изображения не должно быть намного больше 
общего количества пациентов. Это требование позволит избежать появления случайных корре-
ляций, которые неизбежны для очень больших наборов данных. 

Целью работы является разработка метода поиска связей, удовлетворяющего указанным 
выше условиям. Использование метода демонстрируется на анализе базы данных пациенток, 
страдающих раком яичника. 

1. Материалы и методы 

База данных состояла из таблицы с показателями состояния больных и гистологических 
изображений опухолевой ткани яичника по 68 пациентам онкологического диспансера (жен-
щины, средний возраст 59,8 лет, среднеквадратическое отклонение возраста 11,2). Набор гис-
тологических изображений представлял собой 952 полноцветных снимка размером 
2048 × 1536 пикселов, полученных с помощью микроскопа Leica DMD108 при 200-кратном 
увеличении. В состав набора включены 272 изображения с рутинной прокраской (гематокси-
лином и эозином), по четыре изображения на каждого пациента, и 680 изображений ткани 
яичника, обработанной маркером D2-40, по 10 изображений на каждого пациента. Примеры 
всех типов изображений показаны на рис. 1.  

Таблица с показателями больных содержала около 80 различных признаков (TNM-класси-
фикацию опухоли, количество курсов химиотерапии, дифференциацию опухоли, детали хирур-
гических операций и т. п.). 

Из-за упоминаемых выше особенностей гистологических изображений для их анализа 
наиболее часто используются дескрипторы не отдельных областей или сегментов, а изображе-
ния в целом. Хорошо зарекомендовали себя цветные матрицы совместной встречаемости, 
предложенные независимо в работах [15, 16]. Однако принимая во внимание первое требование 
из введения настоящей статьи, подход с совместной встречаемостью пикселов был модернизи-
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рован до четырехмерного случая, а именно: для определения соседства использовались тройки 
пикселов, лежащих в вершинах равносторонних треугольников с заданной длиной стороны. 
Такое расширение базового подхода технически не сводится только к добавлению дополни-
тельного измерения к матрице совместной встречаемости. Отличия гораздо глубже и связаны 
с проблемой описания разнообразных типов текстур с помощью статистик первого порядка 
(яркостей пикселов или значений цветов), второго (градиентов) и более высоких порядков. Эта 
проблема была тщательно исследована Б. Джулисом [17]. Ученым было экспериментально до-
казано [18], что паттерны активности мозга значительно различаются при наблюдении текстур 
с низкими и высокими пространственными корреляциями. При этом важно различать статисти-
ки высокого порядка в пространственном и в яркостном [19] смыслах. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Примеры изображений: а) рутинная прокраска; б) прокраска D2-40 

Формализуем используемые дескрипторы следующим образом. Пусть { }( , )GF I x y= =  

{ } { } { }( ) ( ) ( )I i I j I k= = = – изображение в оттенках серого размером M N×  пикселов. Поло-
жим также, что все пикселы изображения пронумерованы с помощью индексов ,i j  и k , где 

1,i MN= , 1,j MN= , 1,k MN=  и их уровни интенсивности равны ( )I i , ( )I j , ( )I k  соответ-
ственно. Индексы естественным образом определяются координатами соответствующих пиксе-
лов: ( ),i ii x y= , ( ),j jj x y= , ( ),k kk x y= . Тогда для серого изображения четырехмерная мат-

рица совместной встречаемости типа IIID, которая задается тройками пикселов ( , , ),i j k  распо-
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ложенных в вершинах равносторонних треугольников с длинами сторон из множества D, мо-
жет быть определена следующим образом: 

( ), ( ), ( ),IIIDW I i I j I k d= ;                                                       (1) 

( , ) ( , ) ( , )d i j d i k d j k= = , Dd ∈ ;                                                 (2) 

i j< , i k< , : ,j i k ii y y y y∀ ≥ < .                                                  (3) 

Неравенства (3) заключают в себе требование перебора всех возможных треугольников 
без повторений. Система уравнений (1)–(3) описывает алгоритм покрытия всего изображения 
равносторонними треугольниками. Как следует из этой системы, процедура покрытия состоит 
из последовательных смещений в каждую точку i изображения и построения вокруг этой точки 
равносторонних треугольников с заданной длиной стороны. При этом две другие вершины тре-
угольника не должны оказаться выше базовой вершины i.  

Когда рассматриваются не яркости пикселов, а их цвета, исходное цветовое пространство 
редуцируется и соответствующая цветная матрица совместной встречаемости типа CCCD оп-
ределяется по той же схеме с использованием индексов цветов вместо уровней яркости. После 
вычисления матрицы встречаемости обычно считаются признаки Харалика, и далее они ис-
пользуются на этапах описания, кластеризации и т. д. Однако данная процедура 
в рассматриваемом случае неприменима, поскольку признаки Харалика не могут быть отобра-
жены обратно на исходные изображения, что является необходимым условием и декларировано 
во втором требовании к используемым признакам в этой статье. Сами элементы матрицы со-
вместной встречаемости могут быть отображены на исходное изображение [20], но их слишком 
много (более 7000), чтобы удовлетворить третьему требованию, предъявляемому к дескрипто-
рам. Решение этого противоречия приводит к использованию метода главных компонент 
(Principal component analysis – PCA). С помощью PCA из элементов матрицы совместной встре-
чаемости извлекается небольшое число некоррелированных между собой признаков.  

Разработанный метод заключается в подсчете четырехмерных матриц совместной встре-
чаемости, извлечении главных компонент, корреляции полученных компонент с данными па-
циента, выборе среди этих данных высококоррелированных значений и обратном их проециро-
вании на матрицу совместной встречаемости. Последним шагом метода является использова-
ние выделенных таким образом элементов матрицы совместной встречаемости для визуализа-
ции соответствующих структур на гистологических изображениях.  

Поскольку главные компоненты некоррелированы по определению, поиск значимых свя-
зей выполнялся с помощью простых однофакторных статистических методов, таких как корре-
ляционный анализ главных компонент и показателей пациентов, а также t-тест Стьюдента. По-
следний применялся в случаях, когда значения показателей состояния пациента, например та-
ких как «наличие удаленных метастаз» (присутствуют/отсутствуют), «степень дифференциации 
раковой опухоли» (высокая/низкая) и т. д., были представлены в номинальной шкале и разби-
вали естественным образом пациентов на группы. В указанных случаях с помощью t-теста про-
водилось сравнение значимости отличия средних значений полученных главных компонент по 
выделенным подгруппам пациентов. 

2. Результаты исследования 

Оригинальные изображения в формате RGB были конвертированы в цветовое простран-
ство Lab, количество исходных цветов было уменьшено до 24 наиболее представительных 
с помощью алгоритма median cut [21]. Этот алгоритм используется в области обработки изо-
бражений для эффективного редуцирования цветового пространства. Вначале трехмерные рас-
ширенные цветовые матрицы типа CCC с фиксированным межпиксельным расстоянием d со-
держали 243 = 13 824 элемента. С учетом дальнейшего приведения матрицы к нижнему тре-
угольному виду количество используемых элементов матрицы для одного межпиксельного 
расстояния сократилось до N = 2600. Поскольку одновременно использовались три типа равно-
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сторонних треугольников с длинами сторон D = {1, 2, 3}, окончательное количество анализи-
руемых элементов для каждого изображения равнялось 2600 × 3 = 7800. Далее была составлена 
сборная таблица признаков, состоящая из 7800 столбцов (по количеству признаков на каждом 
изображении) и 68 строк (по количеству пациентов). Каждая строка этой таблицы представляла 
собой векторизованную матрицу совместной встречаемости изображения. После применения 
метода главных компонент для дальнейшего анализа были выбраны 27 компонент для рутин-
ных изображений и 38 – для изображений с маркером D2-40, покрывающих 95 % вариабельно-
сти исходных признаков. Эти результаты позволяют предположить, что структурная вариа-
бельность изображений с маркером D2-40 существенно выше по сравнению с рутинными.  

После корреляции с клиническими данными 27 главных компонент признаков рутинных 
изображений выявлено 43 корреляции с уровнем значимости p < 0,01. Та же процедура, приме-
ненная к 38 главным компонентам признаков другого типа изображений, выявила 47 значимых 
связей и записей в таблице состояния больных. При детальном изучении значимых корреляций 
выяснилось, что не во всех случаях найденные связи между определенными гистологическими 
структурами и клиническими показателями могут быть легко интерпретированы, несмотря на 
предполагаемый интерес с научной и практической точек зрения. Например, при анализе кор-
реляций между главными компонентами признаков рутинных изображений и данными состоя-
ния больных выглядят многообещающими следующие показатели: развитие удаленных мета-
стаз (p<0,001), степень дифференциации раковой опухоли (p < 0,007), количество выкидышей 
(p<0,0001) и количество проведенных курсов химиотерапии (p < 0,000002, r = –0,543). Визуали-
зация некоторых структур приведена в верхней строчке рис. 2.  

 
Рис. 2. Исходные изображения (левая колонка) и найденные ключевые структуры (правая колонка) 

для рутинных (верхняя строка) и D2-40 (нижняя строка) изображений 

Обратная зависимость длины границы с количеством обследований может быть объяс-
нена фактом, что у более «молодых» опухолей, которые поддаются химическому лечению, 
структура ткани более развита по сравнению со «старыми» опухолями, которые сразу удаля-
ются. Изображения найденных связей для тканей, обработанных эндотелиальным маркером 
D2-40, демонстрируют похожие признаки. На нижней строчке рис. 2 показана одна из таких 
зависимостей. Доля прокрашенных маркером D2-40 структур сильно коррелирует с уровнем 
дифференциации опухоли (p < 0,009), временем выживаемости пациента (p < 0,010) и нали-
чием рецидива (p < 0,017).  
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Также вычислялись совместные матрицы встречаемости типа IIID на конвертированных 
в оттенки серого изображениях. Несмотря на несколько найденных многообещающих корреля-
ций для этого типа дескрипторов, в целом полученные данные противоречивы. В частности, 
при обратном отображении элементов матрицы IIID на исходное серое изображение одновре-
менно выделялись структуры с различным биологическим смыслом. Причина этого видится в 
неизбежном при таком подходе редуцировании диапазона различных цветов в одно значение 
уровня яркости серого цвета. 

Заключение 

Представленный метод может рассматриваться как многообещающий инструмент для ав-
томатической идентификации и визуализации структур на гистологических изображениях, ре-
левантных данным о состоянии пациентов. 

Поскольку в методе не предусмотрено внутренних средств для интерпретации найденных 
связей, необходим экспертный анализ результатов. 

Дальнейшее усовершенствование метода предполагает развитие автоматической проце-
дуры отбора элементов матрицы для отображения на исходные изображения после расчета 
главных компонент. 

Работа выполнена в рамках проекта МНТЦ B-1682. 
Авторы выражают благодарность сотрудникам Минского городского клинического онко-

логического диспансера М.В. Фридману и С.Е. Шелкович за предоставленные данные и кон-
сультации по медицинским вопросам. 
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A METHOD FOR IDENTIFICATION AND VISUALIZATION  
OF HISTOLOGICAL IMAGE STRUCTURES RELEVANT  

TO THE CANCER PATIENT CONDITIONS 

A method is suggested for identification and visualization of histology image structures relevant 
to the key characteristics of the state of cancer patients. The method is based on a multistep procedure 
which includes calculating image descriptors, extracting their principal components, correlating them 
to known object properties and mapping disclosed regularities all the way back up to the correspond-
ing image structures they found to be linked with. As a result, a number of associations between the 
patients' conditions and morphological image structures were found. 
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АЛГОРИТМ АВТОМАТИЧЕСКОГО ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕНЕЙ  
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ЭНТРОПИЙНОГО МЕТОДА  

БИНАРИЗАЦИИ ИЗОБРАЖЕНИЙ 

Предлагается алгоритм автоматического определения теней, который основан на представ-
лении цифрового изображения в цветовом YUV-пространстве с последующим анализом гистограмм 
и использованием энтропийного метода определения порога бинаризации для выделения теневых пик-
селов. Разработанный алгоритм предусматривает параллельную модификацию с применением мно-
гопроцессорных вычислительных систем без усложнения программной реализации. 

Введение 

Процесс выявления и удаления теней на цветных изображениях представляет собой актуаль-
ную задачу при анализе космической информации. Так, наличие затемненных участков на аэро- 
или космических снимках может создавать ряд нежелательных особенностей (артефактов), кото-
рые значительно усложняют процесс распознавания и сегментации расположенных на них объек-
тов. Поэтому в настоящее время разработка эффективных методов определения и удаления теней 
является чрезвычайно важной проблемой в области обработки цифровых изображений. 

Существующие алгоритмы поиска и удаления теней основаны, главным образом, на ана-
лизе таких характеристик цифровых изображений, как цвет, яркость и текстура [1]. В работах 
[2, 3] предлагается подход, который заключается в получении специального изображения, ин-
вариантного к освещению. С учетом того что на таком снимке отсутствуют тени, процесс их 
нахождения сводится к сравнению векторных полей градиентов исходного и инвариантного 
изображений. Как отмечается в [4], результат работы данного метода получается заметно раз-
мытым, что допускает его использование только в качестве предварительной обработки для 
большинства задач компьютерного зрения. При определении теней в алгоритмах плотного оп-
тического потока возможно выделение цветовых составляющих каналов в RGB-пространстве с 
последующим приравниванием яркостей пикселов к среднему константному значению [5]. Су-
щественным недостатком такого подхода является низкое качество его работы на широком 
диапазоне изображений с учетом того, что пороговые величины результирующей константной 
яркости различаются для множества снимков. С целью определения теней также применяются 
алгоритмы, основанные на известном методе кластеризации K-средних (K-means) [6]. Несмотря 
на приемлемую точность поиска, эти алгоритмы имеют высокую чувствительность к выбору 
начальных точек кластеров и медленно работают с большими объемами данных.  

В настоящей статье предлагается алгоритм поиска теней, который основан на представ-
лении цифрового изображения в цветовом YUV-пространстве с последующим анализом гисто-
грамм и использованием энтропийного метода определения порога бинаризации для выделения 
теневых пикселов. Результат работы представляется в виде бинарного изображения, содержа-
щего маску теней. Достоинствами разработанного алгоритма является высокая точность поис-
ка, а также вычислительная эффективность с возможностью параллельной реализации. 

1. Общая постановка задачи и схема алгоритма 

Анализируя изображения с имеющимися тенями (рис. 1, а, в), можно сделать вывод, что ос-
новной характеристикой пикселов, принадлежащих теневым объектам, является низкий уровень 
их яркости по сравнению с другими объектами изображений. Поэтому для эффективного выделе-
ния таких пикселов фактически необходимо провести бинаризацию с выделением объектов, яр-
кость которых ниже заданного порога. Кроме того, специфика изображений, получаемых в ре-
зультате аэро- и космической съемки, заключается в наличии шума и помех при съемке, что, в 
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свою очередь, требует выполнения определенных действий над снимками с целью удаления по-
добных искажающих факторов. Для этого исходное изображение предварительно фильтруется 
или сглаживается, в результате чего получается улучшенный снимок с ярко выраженными одно-
родными областями. 

Общую схему алгоритма выявления теней можно представить следующим образом: пусть 
на цветном RGB-изображении размером NM ×  имеются тени объектов, полученные в резуль-
тате аэро- или космической съемки. Кроме того, исходное изображение предварительно от-
фильтровано с помощью алгоритма максимального потока сети с целью выделения однородных 
областей (рис. 1, б, г) [7, 8]. Для выполнения более эффективного и быстрого анализа изобра-
жение переводится в цветовую YUV-модель, которая состоит из следующих компонент: Y – яр-
костная составляющая пиксела; U и V – цветоразностные составляющие пиксела, необходимые 
для восстановления требуемого цвета при обратной конвертации. 

Цветовая YUV-модель применяется в основном в телевидении, а также при хранении и 
обработке видеоданных. Основной компонентой данной модели является яркостная состав-
ляющая Y, которая представляет собой полутоновое изображение исходного снимка. Обработка 
данной компоненты выполняется в предложенном алгоритме выявления теней. 

а) б) 

в) г) 

Рис. 1. Изображения с наличием теней: а), в) исходные снимки;  
б), г) фильтрация алгоритмом максимального потока 

Для преобразования RGB-изображения в YUV-изображение используются следующие 
формулы: 

.10001,051499,0615,0
;436,02886,014713,0

;114,0587,0299,0

BGRV
BGRU

BGRY

⋅−⋅−⋅=
⋅+⋅−⋅−=

⋅+⋅+⋅=
                                             (1) 

Отметим, что в большинстве случаев для определенного Y-слоя изображения диапазон зна-
чений пикселов данной составляющей меньше чем [0; 255] , что чаще всего усложняет дальнейший 
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процесс анализа яркостной составляющей снимка. Поэтому следующим шагом алгоритма является 
так называемое расширение гистограммы Y-компоненты до диапазона ]255;0[  по формуле 

minmax

min,
, 255~

xx
xx

x ji
ji −

−
⋅= ,                                                           (2) 

где jix ,  и jix ,
~  – старое и новое значения яркости пиксела Y-компоненты в точке 

( , ), 1,..., , 1,..., ,i j i M j N= =  соответственно; maxx  и minx  – максимальное и минимальное значения 
яркости Y-компоненты изображения. Гистограммы изображений на рис. 1, полученные в ре-
зультате подобных преобразований, показаны на рис. 2. 

а) б) 

в) г) 

Рис. 2. Гистограммы изображений на рис. 1: а), в) исходные; б), г) после видоизменения 

После того как значения яркостной составляющей YUV-модели определены в диапазоне 
]255;0[ , строится маска теней исходя из значений Y-компоненты. Для этого сначала вычисля-

ется порог бинаризации изображения binT  с помощью энтропийного метода Капура [9, 10]. 
Данный метод бинаризации основывается на вычислении значений энтропий переднего плана и 
заднего фона изображения по формулам 

)]()(max[arg THTHT fbbin += ; 

,
)(
)(log

)(
)()(;

)(
)(log

)(
)()(

10
∑∑

+==

⋅−=⋅−=
G

Tg ff
f

T

g bb
b TP

gp
TP
gpTH

TP
gp

TP
gpTH  

(3)

где G  – максимально возможное значение интенсивности пикселов; T  – порог бинаризации, 
выбираемый в заданном диапазоне ];0[ G  (в нашем случае 255=G ); )(TPb  и )(TPf  – функции 
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распределения вероятности для переднего плана и заднего фона соответственно, вычисляемые 
по формуле 

∑
=

=
T

i
b ipTP

0

)()( , ∑
+=

=
G

Ti
f ipTP

1

)()( .                                                  (4) 

Здесь )(ip  – оценка вероятности, вычисляемая как 
K
K

gp g=)( . При этом gK  – число пикселов, 

интенсивность которых равна g ; NMK ×=  – общее число пикселов. 
Результаты бинаризации с помощью метода Капура используются для определения пик-

селов, принадлежащих теням, по следующей схеме: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⋅<

⋅<

=

случае,противномв0

;
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~если,255

;
255

~если,255

,

,

, window
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ji
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ji

ji avgTx
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mask                                             (5) 

где jimask ,  – значение маски теней в точке ( , ), 1,..., , 1,...,i j i M j N= = ; avg  – среднее значение 
яркости Y-слоя; windowavg  – среднее значение яркости в заданном окне ww× . 

Следует отметить, что значение windowavg  вычисляется только для тех пикселов, которые 
не были определены как принадлежащие теням изображения при сравнении их яркостной со-
ставляющей с глобальным средним значением avg . Поэтому размеры окна ww×  итерационно 
уменьшаются от большего к меньшему для более точного анализа окрестности пикселов. 
В предложенном алгоритме значение размера окна w  изменяется от 21 до 3 с шагом 3. По 
сравнению с предложенными размерами окна в [1] были выбраны сравнительно небольшие 
значения w , так как в ином случае при анализе некоторых изображений возникает опасность 
появления на маске теней большого количества маленьких кластеров размером 3-5 пикселов, а 
также слияния теневых пикселов с нетеневыми, что в дальнейшем будет мешать обработке 
графических данных (рис. 3). Кроме того, результаты исследований показали, что применение 
метода Капура для определения порога бинаризации предпочтительнее других известных алго-
ритмов. Так, при использовании кластерных методов бинаризации Отсу и Киттлера, которые 
известны как наиболее эффективные и известные методы приведения изображений к двоично-
му виду [10], заметно определение слишком низкого порога, что приводит к потере теневых 
объектов и крайне негативно влияет на дальнейший процесс обработки (рис. 4). 

а) б) 

Рис. 3. Маски теней для изображения на рис. 1, в: а) использование больших размеров окна; 
б) использование предложенных значений w 
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а) б) в) 

Рис. 4. Определение теней разными методами бинаризации изображения на рис. 1, а: 
а) методом Капура; б) методом Отсу; в) методом Киттлера 

2. Результаты работы алгоритма 

Исходя из описанной ранее схемы алгоритма можно заметить, что при итерационном 
сравнении значения Y-составляющей со значениями avg  и windowavg  и уменьшении значений 
размеров окна можно определить пикселы, которые принадлежат теневым объектам изображе-
ния (рис. 5). Такие пикселы могут быть исключены из дальнейшего процесса обработки графи-
ческой информации для обеспечения более эффективного анализа исходных данных. Кроме 
того, достоинство алгоритма состоит в том, что его параллельная модификация с использовани-
ем многопроцессорных вычислительных систем не потребует дополнительных преобразований 
самого алгоритма с точки зрения сложности его реализации. 

а) б) 

в) г) 

Рис. 5. Результаты поиска теней на изображениях:  
а), в) исходные сглаженные снимки;  б), г) построенные маски теней 

Несмотря на хорошие результаты поиска теней, можно увидеть, что наряду с теневыми 
пикселами в маске теней содержатся пикселы, которые на исходном изображении сложно оп-
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ределить как принадлежащие теням. Это связано с тем, что часто на изображениях располага-
ются слабоосвещенные объекты или объекты темного цвета, которые по своим яркостным ха-
рактеристикам схожи с теневыми пикселами. Поэтому необходим последующий анализ полу-
ченных масок теней с целью исключения пикселов, которые реально не относятся к теням. 
В работе [1] как вариант предлагается использовать анализ контуров теневых объектов исходя 
из того, что тени обладают более гладкими гранями, нежели все остальные объекты изображе-
ний. С другой стороны, можно применять определенные методы распознавания и кластериза-
ции выделенных в маске теней пикселов для анализа того, к каким видам объектов и к класте-
рам с какими характеристиками они относятся. 

Заметим, что данный алгоритм эффективен при его использовании именно для изображе-
ний, где наличие теней очевидно. В ситуациях, когда обрабатываются снимки без наличия те-
невых пикселов, результаты построения маски теней являются неудовлетворительными 
(рис. 6). Поэтому предварительно анализируемый снимок необходимо оценить с точки зрения 
наличия теней, что может быть выполнено самим оператором системы распознавания, в кото-
рой предложенный алгоритм будет использоваться. 

а) б) 

Рис. 6. Поиск теней на изображениях без явного наличия теневых пикселов:  
а) исходный снимок; б) результат ошибочного нахождения теней 

Заключение 

Предложенный алгоритм поиска теней на космических и аэроснимках позволяет выявлять 
теневые пикселы на изображениях с помощью построения соответствующих масок. Используя эн-
тропийный метод бинаризации и итерационный анализ заданной окрестности пикселов, алгоритм 
выполняет адаптивное определение принадлежности пикселов теневым объектам на изображении. 
Кроме того, он предусматривает параллельную модификацию с использованием многопроцессор-
ных вычислительных систем без усложнения программной реализации. На данном этапе разрабо-
танная технология выявления теней обладает рядом недостатков, заключающихся в основном в 
отнесении к теневым объектам пикселов, изначально не принадлежащих к таковым. Поэтому даль-
нейшая модификация алгоритма будет направлена на решение данной проблемы с помощью кла-
стеризационных и классификационных методов обработки изображений, которые позволят опре-
делить, какие из выбранных в маске теней пикселов действительно являются теневыми. 
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D.V. Pradun, A.A. Mamchich 

THE ALGORITHM OF AUTOMATIC SHADOW DETECTION  
USING ENTROPIC THRESHOLDING METHOD  

An algorithm for automatic shadow detection is suggested, which is based on the representation of 
digital image in the color space YUV, succeeding analysis of histograms and entropic threshold method 
for detection of the shadow pixels. The algorithm admits parallel modification for multiprocessor compu-
ting systems without complication of the program implementation. 
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АЛГОРИТМ БЫСТРОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПТИЧЕСКОГО ПОТОКА  
ПРИ ПОМОЩИ SSE2-ИНСТРУКЦИЙ ПРОЦЕССОРОВ СЕМЕЙСТВА x86 

Представлен алгоритм быстрого вычисления оптического потока при помощи 
SSE2-инструкций на персональном компьютере. Алгоритм имеет константную сложность в зави-
симости от радиуса окна оптического потока, применяет SSE2 SIMD-инструкции на всех этапах 
вычислений, при работе на многоядерных процессорах использует параллельный режим работы. Ал-
горитм позволяет значительно ускорить вычисление оптического потока, что делает возможным 
его применение в режиме реального времени на персональных компьютерах. 

Введение 

Оптический поток – это смещение каждой точки данного изображения по отношению 
к предыдущему изображению на видеопоследовательности. Вычисление оптического потока – 
одна из центральных проблем в компьютерном зрении. Различные методы решения данной задачи 
находят применение во многих приложениях, таких как навигация роботов [1], отслеживание  
объектов (людей, транспортных средств) [2–4], видеонаблюдение и контроль доступа [5–7], сжа-
тие видепоследовательностей [8–12], стереовосстановление [1, 13–22] и др. Многие приложения 
нуждаются в вычислении оптического потока в режиме реального времени, однако достичь такой 
производительности на персональном компьютере (ПК) все еще сложно. Существующие методы 
быстрого вычисления плотного поля оптического потока [1, 13, 23, 24] не позволяют использовать 
режим реального времени на персональных компьютерах при достаточно больших размерах изо-
бражения и достаточно больших возможных смещениях объектов на изображениях, не жертвуя 
при этом точностью вычислений и не используя различные упрощения и приближения [11, 12, 25].  

При этом необходимо заметить, что наиболее часто применяемыми разрешениями видео-
последовательностей в настоящее время являются 320 240× , 640 480× , 720 576×  при исполь-
зовании максимально возможных смещений пикселов изображения в пределах 8± , 16±  по 
осям X  и Y . Можно также заметить, что с повышением разрешения зачастую необходимо 
увеличивать и значения максимально возможных смещений пикселов изображения. Вычисли-
тельной мощности современных процессоров персональных компьютеров при использовании 
известных алгоритмов недостаточно для вычисления оптического потока в режиме реального 
времени при указанных разрешениях и максимально возможных смещениях пикселов изобра-
жения. Тенденции в развитии современных процессоров указывают на то, что в ближайшем 
будущем повышение их производительности будет достигаться за счет увеличения количества 
их вычислительных ядер, которые могут выполнять вычисления в параллельном режиме. Та-
ким образом, на данный момент актуальной является разработка алгоритма вычисления опти-
ческого потока, который может эффективно выполняться в параллельном режиме на много-
ядерных процессорах. 

В статьях Сана [23, 24] предлагается алгоритм вычисления оптического потока, который 
позволяет получить плотную карту оптического потока при помощи быстрой корреляции и 
техники поиска минимального 2D- либо 3D-пути в 3D-объеме куба коэффициентов корреля-
ции. Быстрая корреляция вычисляется при помощи алгоритма бегущего окна, который инвари-
антен к размеру окна корреляции. Автор рассматривает такие меры сходства окон, как норми-
рованная центрированная корреляция (ZNCC – zero mean normalized cross-correlation), сумма 
квадратов разности (SSD – sum of squared difference), сумма модулей разности (SAD – sum of 
absolute difference). Однако даже при таком подходе алгоритм не позволяет достичь производи-
тельности реального времени для сколь-нибудь существенного количества возможных сдвигов 
(области допустимых скоростей движущихся объектов). 

В статьях [5, 6, 26] предлагается использовать алгоритм Сана для вычисления оптиче-
ского потока в задаче поиска и отслеживания движущихся объектов в режиме реального 
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времени. Для ускорения вычислений применяются команды MMX (multimedia extensions) и 
SSE (streaming SIMD extensions). Авторам удается достичь производительности реального 
времени при использовании небольших разрешений видеопоследовательностей и неболь-
шом количестве рассматриваемых возможных сдвигов объектов, они применяют MMX- и 
SSE-команды для ускорения лишь наиболее трудоемких частей алгоритма вычисления оп-
тического потока. 

В статье [25] представляется алгоритм вычисления оптического потока почти в режи-
ме реального времени на обычном оборудовании без специальных аппаратных средств. Од-
нако алгоритм применяет пирамиду изображений, что в некоторых задачах (например, об-
наружения и отслеживания быстрых объектов небольшого размера) может снижать точ-
ность результатов. 

Многие быстрые алгоритмы стереовосстановления могут быть применены для вычис-
ления оптического потока, среди них алгоритмы Фогераса и соавт. [1], Канады и соавт. [13], 
Сана [14–19], а также алгоритмы, описанные в статьях [21, 22]. Однако практически все из 
них используют эпиполярное ограничение, которое значительно сокращает количество воз-
можных сдвигов при вычислении соответствия окон корреляции и позволяет достичь про-
изводительности реального времени только в задаче стереовосстановления. В задаче вы-
числения оптического потока применить эпиполярное ограничение не представляется воз-
можным, так как оно не выполняется – в поле зрения камеры объекты могут двигаться в 
произвольных направлениях. Например, если в задаче стереовосстановления рассматрива-
ются возможные смещения точек вдоль эпиполярных линий в пределах 16± , то необходимо 
рассмотреть только 33 сдвига, при таком же диапазоне смещений по осям X  и Y  для опти-
ческого потока необходимо вычислить уже 1089 оценок для соответствующих смещений. 
Таким образом, задача вычисления оптического потока в отличие от задачи стереовосста-
новления является вычислительно значительно более сложной и все указанные выше алго-
ритмы не позволяют решать ее в режиме реального времени для разумной области возмож-
ных смещений объектов. 

Многие современные алгоритмы сжатия видео (MPEG-1/2/4/7 от moving picture experts 
group  и H.26x-1/2/3/4 от video coding experts group) применяют оценку движения при помощи 
сопоставления блоков. Сопоставление блоков фактически дает несколько разреженную карту 
оптического потока, так как вектор смещения вычисляется не для всех точек изображения, а 
для некоторого количества непересекающихся блоков (чаще всего квадратных, наиболее часто 
используются размеры 4 4× , 8 8× , 16 16× ), на которое разбивается изображение. Алгоритм 
сопоставления блоков имеет значительно меньшую вычислительную сложность по сравнению 
с оптическим потоком, так как вычисляет векторы смещения для значительно меньшего коли-
чества точек и при реализации на SSE2 может работать в режиме реального времени [8, 9]. Оп-
тический поток имеет большую вычислительную сложность, так как вычисления производятся 
не для отдельных точек, а для всех точек изображения, поэтому применение алгоритмов оценки 
движения при помощи SSE2 не позволяет достичь скорости реального времени. Однако можно 
заметить сильную избыточность вычислений при применении алгоритмов оценки смещения 
блоков для вычисления оптического потока за счет пересечения соседних окон, чего не наблю-
дается при оценке смещения непересекающихся блоков. 

На данный момент широкое применение оптического потока ограничивается его высокой 
вычислительной сложностью, поэтому многие авторы применяют для вычисления оптического 
потока приблизительные методы [11, 12, 25]. Зачастую при вычислении оптического потока 
учитывают специфику задачи и вычисляют его не для всех точек изображения, а только для 
движущихся областей либо некоторых ключевых точек изображения [3, 7, 27–30]. При этом, 
вычисляя вместо плотной карты векторов движения только смещения отдельных областей или 
точек, не всегда удается достичь производительности реального времени без дополнительных 
ухищрений и ограничений. 

В настоящей статье предлагается алгоритм быстрого вычисления оптического потока при 
помощи SSE2-команд процессоров семейства x86, который может выполняться в режиме ре-
ального времени на персональных компьютерах. 
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1. Эффективная реализация алгоритма оптического потока 

Среди различных методик вычисления оптического потока можно выделить несколько 
наиболее часто применяемых [25, 31]: 

– дифференциальный подход (differential) [31–33]; 
– алгоритмы поиска наилучшего соответствия областей (region-based matching) [31]; 
– частотные алгоритмы (energy based) [31]; 
– фазовые алгоритмы (phase based) [31]. 
Частотные алгоритмы дают малую точность вычислений [31]. Фазовые алгоритмы имеют 

высокую вычислительную сложность [31], а градиентные методы оптического потока, напри-
мер метод Лукаса – Канаде [33], достигают высокой точности для сцен с малыми пиксельными 
смещениями (менее 1–2 пикселов на кадр), при этом хуже работают для больших смещений 
[11, 34]. Однако, например, в задачах обнаружения и отслеживания движущихся объектов на 
видеопоследовательностях, а также в задачах стереовосстановления смещения объектов от кад-
ра к кадру могут быть большими (вплоть до нескольких десятков пикселов). 

Из описанных методов наиболее простым и легко реализуемым является алгоритм поиска 
наилучшего соответствия областей, который широко применяется для решения задач компен-
сации движения при сжатии видео [10–12], поиска движущихся объектов [35, 36], стереорекон-
струкции [1, 13–19, 21, 22]. Значительным плюсом алгоритма поиска наилучшего соответствия 
областей является возможность его реализации при помощи SSE2-команд, что значительно ус-
коряет вычисления [8, 9].  

При существующих вычислительных мощностях персональных компьютеров вычисле-
ние оптического потока в режиме реального времени является сложной задачей, поэтому для ее 
решения были разработаны различные подходы: 

подвыборка – вычисление оптического потока не во всех точках изображения. Такой подход 
могут использовать, например, алгоритмы на основе сопоставления блоков изображений [10–12, 
35, 36], а также алгоритмы, вычисляющие оптический поток только в областях интереса [3, 7, 27–30]; 

иерархический метод – последовательное вычисление оптического потока на пирамиде 
изображений [33, 34]; 

различные аппроксимации оптического потока – например трехшаговый поиск (TSS – 
tree-step search), четырехшаговый поиск (FSS – four-step search), логарифмический поиск (LS – 
logarithmic search). Вычисления ускоряются за счет оценки не всех возможных сдвигов, а толь-
ко тех, которые наиболее вероятно (в соответствии с некоторым предположением) дадут луч-
шую оценку [11, 12]; 

отсечения – проверка выполнения некоторого условия при вычислении оптического потока, 
которое позволяет отсеять заведомо плохие оценки до выполнения всех вычислений [12, 21, 22, 37]; 

вычисление оптического потока при помощи бегущей суммы – вычисление оценок для 
сдвигов данного окна выполняется на основе оценок, полученных для окна, соседнего с ним, 
что позволяет избежать большого количества лишних вычислений [1, 13, 23, 24]. 

Описанные подходы либо не дают точного вычисления оптического потока (подвыборка, 
иерархический метод, аппроксимации), либо не позволяют достичь скорости реального време-
ни (отсечения, бегущая сумма). 

Для ускорения вычисления оптического потока можно применять SIMD (single 
instruction, multiple data)-команды, например SSE2, что позволяет значительно ускорить вы-
числения [5, 6, 8, 9, 29, 30]. Возможны различные варианты использования подобных команд 
в зависимости от применяемого алгоритма вычисления оптического потока. Использование 
SSE2-команд для описываемого в статье алгоритма позволяет значительно ускорить вычис-
ление оптического потока. 

2. Алгоритм поиска наилучшего соответствия областей для вычисления оптического 
потока 

В алгоритме поиска наилучшего соответствия областей вычисление оптического потока 
из первого изображения во второе осуществляется путем подбора для каждого пиксела второго 
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изображения наилучшего соответствия среди пикселов первого изображения в пределах задан-
ного интервала возможных сдвигов. Оценки схожести пикселов вычисляются путем сравнения 
фиксированной окрестности пиксела (чаще всего квадратной или прямоугольной формы) на 
втором изображении со сдвинутой окрестностью в первом. Для каждого пиксела изображения 
осуществляются всевозможные сдвиги его окрестности в некоторых заранее заданных преде-
лах, и для каждого сдвига подсчитывается оценка соответствия окрестности из второго изо-
бражения и той части первого изображения, на которое она легла. Существуют различные 
оценки для определения наилучшего соответствия двух частей изображений, чаще всего при-
меняются следующие [1, 38]: 

– корреляция (сorrelation between the two blocks – COR): 

( )1 2
1 1

( , ) ( , )
M N

j i
COR P i j P i j

= =

= ×∑∑ ; 

– сумма квадратов разности (sum of squared difference – SSD): 

( )2
1 2

1 1
( , ) ( , )

M N

j i
SSD P i j P i j

= =

= −∑∑ ; 

– сумма модулей разности (sum of absolute difference – SAD): 

1 2
1 1

( , ) ( , )
M N

j i
SAD P i j P i j

= =

= −∑∑ , 

где 1P  и 2P  – прямоугольные части некоторых изображений размера M N× , а 1( , )P i j  и 2 ( , )P i j  – 
яркости пикселов 1P  и 2P  с соответствующими координатами. 

При поиске наилучшего соответствия  первая мера максимизируется, а вторая и третья 
минимизируются. 

С вычислительной точки зрения наилучшей мерой является SAD вследствие следующих 
причин: 

– имеет более простую формулу; 
– обладает возможностью эффективной реализации при помощи SSE2-команд; 
– результат вычисления модуля разности занимает меньше места в памяти, чем квадрат 

разности и помещается в один байт, что позволяет обрабатывать параллельно большее количе-
ство пикселов. 

При использовании SAD качество найденного оптического потока получается несколько 
худшим, чем при использовании других мер [13, 38], однако применение SAD при незначи-
тельном ухудшении качества оптического потока позволяет значительно повысить скорость 
вычислений [13]. Поэтому при вычислении оптического потока в качестве меры различия об-
ластей изображений будем использовать SAD. 

Пусть 1I  и 2I  – два последовательных изображения размера IW IH× , 1( , )p x y  – пикселы 
изображения 1I , 2 ( , )p x y  – пикселы изображения 2I , где 0 , 0 ,x IW y IH≤ < ≤ <  а 1( , )I x y  и 

2 ( , )I x y  – яркости пикселов соответствующих изображений. Обозначим через 1 ( , )rW x y  прямо-
угольную окрестность пиксела 1( , )p x y  размера (2 1) (2 1)r r+ × + : 

1 1( , ) { ( , ) | , }rW x y p x y x r x x r y r y y r′ ′ ′ ′= − ≤ ≤ + − ≤ ≤ + . 

Окрестность 2 ( , )rW x y  пиксела 2 ( , )p x y  определяется аналогично. Определим R  как мак-
симально возможное смещение пиксела 2 ( , )p x y  изображения 2I  по отношению к предыдуще-
му изображению последовательности 1I . Тогда {( , ) | , }S u v R u v R= − ≤ ≤  – множество возмож-
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ных векторов движения ( , )u v  пиксела 2 ( , )p x y . Пусть 1 ( , )rW x u y v+ +  и 2 ( , )rW x y  – окрестно-
сти радиуса r  пикселов 1( , )p x u y v+ +  и 2 ( , )p x y , где ( , )u v S∈ . Определим меру отличия двух 
окрестностей 1 ( , )rW x u y v+ + и 2 ( , )rW x y : 

( , ) 1 2( , ) ( , ) ( , )
r r

x y
j r i r

SAD u v I x i u y j v I x i y j
=− =−

= + + + + − + +∑ ∑ . 

Тогда будем искать для пиксела 2 ( , )p x y  его вектор движения ˆ ˆ( , )u v  как вектор ( , )u v , для 
которого оценка ( , ) ( , )x ySAD u v  минимальна: 

( , )( , )
ˆ ˆ( , ) arg min ( , )x yu v S
u v SAD u v

∈
= . 

В такой постановке задачи вычисления векторов движения возможно использование 
только окрестности пикселов нечетного диаметра, что не всегда удобно. При необходимости 
использования окрестности пиксела четного диаметра будем задавать окрестность 

1 1( , ) { ( , ) | , }rW x y p x y x r x x r y r y y r′ ′ ′ ′= − ≤ < + − ≤ < + . 

Окрестность четного диаметра 2 ( , )rW x y  пиксела 2 ( , )p x y  определяется аналогично. То-
гда вычисление ( , ) ( , )x ySAD u v для окрестностей с четным диаметром необходимо выполнять 
следующим образом: 

1 1

( , ) 1 2( , ) ( , ) ( , )
r r

x y
j r i r

SAD u v I x i u y j v I x i y j
− −

=− =−

= + + + + − + +∑ ∑ . 

С помощью указанных формул оптический поток можно вычислить не для всех пик-
селов изображения 2I , а только для тех, для которых при любом возможном сдвиге 
( , )u v S∈ , {( , ) | , }S u v R u v R= − ≤ ≤ , и заданном радиусе окна оптического потока r  сущест-
вуют все пикселы окрестности 1 ( , )rW x u y v+ + , т. е. для пикселов 2 ( , )p x y P∈ , где 

2{ ( , ) | , }P p x y R r x IW R r R r y IH R r= + ≤ < − − + ≤ < − −  (рис. 1). 

 
Рис. 1. Множество пикселов P  изображения 2I , для которых можно вычислить оптический поток 

Будем вычислять оптический поток только для множества пикселов P , так как для любо-
го пиксела 2 ( , )p x y P∉  можно найти сдвиг ( , )u v S′ ′ ∈ , при котором часть окрестности 

1 ( , )rW x u y v′ ′+ +  будет выходить за пределы изображения. 
Среди алгоритмов вычисления оптического потока на основе поиска наилучшего соот-

ветствия областей можно выделить алгоритмы, основанные на применении бегущего окна, 
сложность которых не зависит от размера окна оптического потока [1, 13, 23, 24]. Описание 

R r+ R r+

R r+

R r+

P

2I

IW  

IH  
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эффективного вычисления оконных сумм на основе бегущего окна для изображений дано в 
[39]. Пусть I  – изображение, для которого необходимо вычислить локальные суммы элементов 
по окну размера (2 1) (2 1)r r+ × + : 

( , ) ( , )
y r x r

j y r i x r
SUM x y I i j

+ +

= − = −

= ∑ ∑ .                                                      (1) 

Обозначим через ( , )SUMV x y  сумму элементов окна 1 (2 1)r× + , образующих вертикаль-
ный столбец: 

( , ) ( , )
y r

j y r
SUMV x y I x j

+

= −

= ∑ . 

Перепишем формулу (1) следующим образом: 

( , ) ( , )
x r

i x r
SUM x y SUMV i y

+

= −

= ∑ . 

Заметим, что сумма ( , )SUMV x y  может быть вычислена на основе суммы ( , 1)SUMV x y − : 

( , ) ( , 1) ( , 1) ( , )SUMV x y SUMV x y I x y r I x y r= − − − − + + ,                              (2) 

а сумма ( , )SUM x y  – на основе суммы ( 1, )SUM x y− : 

( , ) ( 1, ) ( 1, ) ( , )SUM x y SUM x y SUMV x r y SUMV x r y= − − − − + + .                       (3) 

Тогда локальные суммы элементов по окну можно находить при помощи алгоритма с 
константной сложностью, вычисляя в несколько этапов: 

– начальные суммы ( , 1)SUMV x r + , 1,x IW= ; 
– все суммы ( , )SUMV x y , 1,x IW= , 2,( )y r IH r= + − , при помощи бегущего окна 

(см. формулу (2)); 
– начальные суммы ( 1, )SUM r y+ , 1,( )y r IH r= + − ; 
– все суммы ( , )SUM x y , 2,( )x r IW r= + − , 2,( )y r IH r= + −  при помощи бегущего окна 

(см. формулу (3)). 
Вычисления, описанные выше, можно производить построчно, определяя ( , )SUMV x y  на 

основе формулы (2) не для всего изображения сразу, а только для одной строки, после чего 
можно вычислять ( , )SUM x y  на основе формулы (3) только для этой строки. После этого алго-
ритм переходит к следующей строке и выполняет для нее вычисления таким же образом. По-
строчное выполнение алгоритма требует меньшего объема памяти для хранения промежуточ-
ных вычислений, таких как бегущие вертикальные суммы ( , )SUMV x y . 

С помощью описанного алгоритма бегущего окна можно вычислять оценки 
( , ) ( , )x ySAD u v  за константное время в зависимости от размера окна оптического потока. К ал-

горитмам вычисления оптического потока, использующим указанный подход, можно отнести 
алгоритмы Фогераса и соавт. [1], алгоритм Канаде и соавт. [13], Сана [14–19, 23, 24]. Основ-
ным отличием алгоритма Сана от похожих алгоритмов Фогераса и соавт. [1] и Канады и со-
авт. [13] является реализация основного цикла алгоритма по сдвигам, а не по пикселам, т. е. 
в алгоритмах Фогераса и соавт., а также Канады и соавт. для каждого пиксела изображения 
сразу вычисляются все оценки для всевозможных сдвигов окрестности пиксела, после чего 
вычисления продолжаются для следующих пикселов. В алгоритме Сана первоначально фик-
сируется сдвиг, для которого вычисляются оценки для окрестностей всех пикселов при дан-
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ном сдвиге, после чего осуществляется переход к следующему сдвигу. Подобные небольшие 
отличия в организации циклов вычисления оценок для различных сдвигов окрестностей пик-
селов приводят к различной программной реализации алгоритмов, особенно при использова-
нии SSE2-инструкций.  

3. Реализация алгоритма вычисления оптического потока при помощи SSE2 

SSE2 – дополнительный набор инструкций, позволяющий ускорить обработку мульти-
медиаданных (звука, видеопотоков, изображений). В настоящее время он поддерживается 
практически всеми процессорами как фирмы Intel, так и AMD. SSE2 включает в себя набор 
128-битных регистров, а также дополнительные команды, которые позволяют выполнять не-
которые арифметические операции параллельно. Например, за одну операцию можно парал-
лельно складывать, вычитать либо выполнять другие операции над 16 байтами, 8 словами 
либо 4 двойными словами. 

Одним из методов вычисления оптического потока на основе SSE2-команд является при-
менение алгоритма сопоставления блоков, используемого для кодирования видеопоследова-
тельностей (см. табл. 4, алгоритм 1) [9]. Сопоставление блоков применяется для окрестности 
каждого пиксела изображения, что приводит к значительно большим вычислительным затратам 
по сравнению с исходным алгоритмом, где сопоставление производится только для достаточно 
крупных блоков изображения ( 4 4× , 8 8× , 16 16× ). Очевидно, что время работы подобного ал-
горитма неудовлетворительно для вычислений в режиме реального времени. В процессорах 
Intel Pentium 4 появились новые SSE3-команды, в частности LDDQU, которые позволяют уско-
рить вычисления в алгоритме сопоставления блоков [8], но даже при их использовании ско-
рость вычисления оптического потока не достигает реального времени. 

Ускорить вычисления в указанных выше алгоритмах можно при помощи организации 
вычислений на основе бегущего окна. Однако специфика данных SSE2-алгоритмов позволяет 
получить на их основе только алгоритм с линейной сложностью вычислений в зависимости 
от размера окна оптического потока (см. табл. 4, алгоритм 2). Вычисления векторов смеще-
ния производятся по столбцам сверху вниз, при этом результаты оценок для всех смещений 
данного пиксела сохраняются в массиве и используются для вычисления оценок следующего 
пиксела в столбце. 

Указанные выше алгоритмы хорошо работают с окнами оптического потока размера 4 4× , 
8 8× , 16 16× , однако их сложно адаптировать для работы с окнами произвольного размера. 

Высокую скорость вычислений оптического потока можно достичь, используя алгоритмы 
бегущего окна с константной сложностью. Реализация алгоритма Фогераса и соавт. для стерео-
восстановления при помощи MMX-инструкций была предложена в статье [22]. Предлагаемый в 
данной статье алгоритм отличается от указанных выше тем, что он основан на алгоритмах Сана 
[14–19, 23, 24] и реализуется при помощи MMX- и SSE-команд на базе метода, отличного от 
SIMD-реализации алгоритма Фогераса и соавт. 

Реализация алгоритмов Сана [14–19, 23, 24] вычисления оптического потока при по-
мощи MMX- и SSE-команд описана в статьях [5, 6], однако применение SIMD-команд в 
указанных статьях ограничивается только наиболее трудоемкой частью алгоритма, в кото-
рой производится вычисление корреляции на основе оконных сумм, полученных без при-
менения MMX- и SSE-команд. Авторы статей [5, 6] описывают реализацию вычисления 
оптического потока при помощи корреляции, однако применение SAD для вычисления оп-
тического потока дает преимущество в более быстром вычислении оценок схожести бло-
ков изображений (модуль разности вычисляется при помощи SSE2 значительно проще, чем 
корреляция), а также позволяет обрабатывать сразу по 16 элементов одновременно при 
вычислении модуля разности и по 8 элементов при суммировании, что ускоряет выполне-
ние алгоритма за счет более высокой степени параллелизма и не требует использования 
вещественных чисел. Также при применении SAD, в отличие от корреляции, не нужно вы-
числять квадратные корни, что является достаточно трудоемкой операцией. В данной ста-
тье предлагается эффективная реализация алгоритма Сана на основе SSE2-команд, отлич-
ная от упомянутой выше. 



26                                                              А.И. КРАВЧОНОК 
 

Алгоритм Сана условно состоит из двух частей: 
1) вычисление куба оценок для всех смещений каждого пиксела второго изображения от-

носительно первого; 
2) вычисление при помощи динамического программирования оптического потока на ос-

нове поиска максимальной поверхности в кубе. 
Для получения быстрого алгоритма вычисления оптического потока будет использовать-

ся алгоритм Сана со следующими модификациями: 
1. В качестве меры отличия областей изображений используется SAD. 
2. Оценки, вычисленные для всех пикселов при некотором фиксированном сдвиге, не со-

храняются в массиве (кубе) всех оценок, а оцениваются сразу, при этом сохраняются только 
наилучшие оценки для каждого пиксела. 

3. Реализация всех этапов работы алгоритма основана на применении SSE2-инструкций. 
Зададим максимальный размер окна оптического потока 16 16× , для того чтобы любая 

возможная оценка SAD для окрестности некоторого пиксела помещалась в двухбайтовую ячейку 
памяти. Пусть {( , ) | , }S u v R u v R= − ≤ ≤  – множество возможных сдвигов. Пронумеруем все сдви-

ги из множества S  и пусть ( , )iS u v′ ′=  – сдвиг с порядковым номером i , где 21 ( 1)i R≤ ≤ + . 
Пусть M  – двумерный массив оценок SAD и ( , )M x y  – наилучшая полученная на данный мо-
мент оценка SAD для пиксела с координатами ( , )x y  изображения 2I . Пусть ,MU MV  – двумер-
ные массивы, содержащие сдвиги по осям X  и Y , при которых получены наилучшие на данный 
момент оценки SAD, хранящиеся в массиве M : ( , )MU x y u= , ( , )MV x y v= , где ( , )u v  – сдвиг, 
при котором получена оценка ( , )M x y . 

Получим следующий алгоритм вычисления оптического потока: 
1. Пусть 1i = , ( , )M x y MAX= , где 0 x IW≤ < , 0 y IH≤ < , а MAX  – некоторая константа, 

заведомо превышающая любую возможную оценку SAD для данного размера окна оптического 
потока. 

2. Зафиксируем сдвиг iS . 
3. Вычислим модуль разности двух изображений 1I  и 2I  с учетом сдвига iS  и сохраним в 

двумерный массив D :  

1 2( , ) ( , ) ( , )D x y I x u y v I x y′ ′= + + − , 

где ( , )x y PD∈ , {( , ) | , }PD x y R x IW R R y IH R= ≤ < − ≤ < −  – множество координат пикселов 
изображения 2I , для которых можно вычислить модуль разности с пикселами изображения 1I  
при любом сдвиге из множества S . 

4. При помощи вертикального бегущего окна размера 1 (2 1)r× + , где 1 – ширина окна, а 
(2 1)r +  – высота окна, вычислим вертикальные суммы модулей разности по столбцам массива 
D  и сохраним в двумерный массив V : 

( , ) ( , )
r

k r
V x y D x y k

=−

= +∑ , 

где ( , )x y PV∈ , {( , ) | , }PV x y R x IW R R r y IH R r= ≤ < − + ≤ < − −  – множество координат эле-
ментов массива D , для которых можно вычислить вертикальные суммы по столбцам при лю-
бом сдвиге из множества S  и данном радиусе окна оптического потока r . 

5. При помощи горизонтального бегущего окна размера (2 1) 1r + × , где (2 1)r +  – ширина 
окна, а 1 – высота окна, вычислим горизонтальные суммы по строкам массива V  и сохраним в 
двумерный массив H : 

( , ) ( , )
r

k r
H x y V x k y

=−

= +∑ , 
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где ( , )x y PH∈ , {( , ) | , }PH x y R r x IW R r R r y IH R r= + ≤ < − − + ≤ < − −  – множество коорди-
нат элементов массива V , для которых можно вычислить горизонтальные суммы по строкам 
при любом сдвиге из множества S  и данном радиусе окна оптического потока r . 

6. Сравним полученные оценки SAD, сохраненные в массиве H , с оценками, хранящи-
мися в массиве M : если ( , ) ( , )H x y M x y< , то ( , ) ( , )M x y H x y= , ( , )MU x y u′= , ( , )MV x y v′= . 

7. 1i i= + ; если 2( 1)i R≤ + , идем на шаг 2. 
8. Конец. 
Таким образом, после выполнения алгоритма массивы ,MU MV  будут содержать векторы 

движения пикселов изображения 2I , а массив H  – оценки SAD для соответствующих пикселов. 
Представленный выше алгоритм использует SSE2-команды на всех этапах вычисления 

оптического потока, в частности, для получения: 
– модуля разности изображений со сдвигом; 
– вертикальных бегущих сумм (как вертикальных, так и горизонтальных); 
– горизонтальных бегущих сумм. 
Опишем подробно реализацию каждого шага алгоритма при помощи SSE2-инструкций. 

Так как в процессе вычисления оптического потока бегущая сумма вычисляется много раз – 
столько же, сколько рассматривается сдвигов, то скорость ее вычисления, как и скорость вы-
числения модуля разности изображений, должна быть как можно выше. Процесс вычисления 
бегущей суммы состоит из двух этапов. Первоначально вычисляется вертикальная бегущая 
сумма, затем – горизонтальная. Если максимальное окно оптического потока не превосходит 
16 16× , то вертикальное и горизонтальное суммирование кадров, представляющих собой мо-
дуль разности двух исходных кадров со сдвигом, можно выполнять в элементах типа WORD, 
так как максимальная сумма элементов блока размера 16 16×  не превосходит 255 16 16× × , что 
помещается в ячейку памяти WORD. В таком случае при вычислении вертикальной и горизон-
тальной бегущих сумм при помощи SSE2-команд можно добиться параллельного вычисления 
восьми бегущих сумм.  

Вычисление модуля разности двух кадров со сдвигом при помощи SSE2-команд. Для вы-
числения оптического потока необходимо определить, столько модулей разностей изображе-
ний со сдвигом и сколько сдвигов рассматривается при вычислении оптического потока. Та-
ким образом, при интервале возможных сдвигов 16±  по осям X  и Y  необходимо вычислить 
1089 модулей разности исходных кадров со сдвигом. При размере изображений, например, 
720 576×  функция вычисления модуля разности и модуля разности со сдвигом должна быть 
хорошо оптимизирована, чтобы занимать как можно меньше времени. Чтобы уложиться в 
режим реального времени (40 мс на обработку одного кадра) при вычислении оптического 
потока, вычисления одного модуля разности изображений должно занимать время, в несколь-
ко раз меньшее, чем 40/1089 = 0,036 мс. 

Существует несколько способов реализации эффективного вычисления модуля разности 
при помощи SSE2-команд: 

1. Применение арифметики с насыщением [40]. Пусть в регистрах R1 и R2 находятся 16 
байтовых элементов двух изображений, тогда модуль разности этих 16 элементов определяется 
следующим образом: 

R3 = _mm_subs_epu8 (R1,R2); 
R4 = _mm_subs_epu8 (R2,R1); 
R4 = _mm_or_si128 (R4,R3). 
2. Применение команд поиска минимума и максимума. Для тех же регистров R1 и R2 мо-

дуль разности 16 байтовых элементов можно искать таким образом: 
R3 = _mm_min_epu8(R1,R2); 
R4 = _mm_max_epu8(R1,R2); 
R4 = _mm_subs_epu8(R4,R3). 
Модуль разности изображений вычисляется со сдвигом второго изображения относительно 

первого. Для чтения данных со сдвигом из изображения используется SSE2-команда MOVDQU 
(интринсик _mm_loadu_si128), которая позволяет загрузить из памяти в SSE2-регистр сразу 
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16 байт. При поддержке процессором SSE3-команд вместо MOVDQU-команды возможно ис-
пользование LDDQU-команды (интринсик _mm_lddqu_si128), которая позволяет быстрее читать 
данные по адресам в памяти, не выровненным на границу в 16 байт. Если организовать вычисле-
ние модуля разности специальным образом (использовать изображения с шириной, кратной 16, и 
максимальный сдвиг, кратный 16), то данные со сдвигом из изображения могут читаться 
MOVDQA-командой для выровненных данных (интринсик _mm_load_si128), что также увеличит 
быстродействие. 

Сравнительное быстродействие вычислений модуля разности двух кадров со сдвигом как 
при помощи SSE2-команд, так и без них приведено в табл. 1. 

Таблица 1 
Быстродействие операций поиска модуля разности кадров  

Операция Размер изображения Время, мс 

Вычисление модуля разности
без SSE2-команд 

240320× 0,077 
480640× 0,340 
576720× 0,490 

Вычисление модуля разности
с SSE2-командами 

240320× 0,006 
480640× 0,039 
576720× 0,053 

Вычисление вертикальных бегущих сумм по столбцам изображения при помощи 
SSE2-команд. Будем учитывать тот факт, что результатом вычисления модуля разности двух 
изображений со сдвигом является байтовый массив, который будем называть изображением 
модуля разности кадров. При этом вертикальные бегущие суммы по столбцам могут не по-
мещаться в байтовое значение, поэтому хранить их необходимо в двухбайтовых ячейках па-
мяти (при высоте окна оптического потока не более 256 пикселов). 

Рассмотрим первые 16 столбцов изображения модуля разности кадров: 1S , … , 16S . Пусть 
( )nS i  – i -й элемент столбца с номером n  сверху, а 2 1H r= × +  – высота вертикального окна, в 

котором необходимо вычислить сумму элементов столбца, равную высоте окна оптического 
потока, тогда ( )nSUM i  – сумма элементов i -го окна бегущей суммы: 

1
( ) ( )

i H

n n
k i

SUM i S k
+ −

=

= ∑ . 

Каждая сумма ( 1)nSUM i +  за исключением первой суммы (1)nSUM  вычисляется на ос-
нове предыдущей суммы по формуле 

( 1) ( ) ( ) ( )n n n nSUM i SUM i S i S i H+ = − + + . 

Тогда вычисление вертикальных бегущих сумм для рассматриваемых 16 столбцов 1S , …, 16S  
при помощи SSE2-инструкций осуществляется следующим образом: 

1. 1i = , 1 0SUM = , 2 0SUM = . 
2. Копируем в SSE2-регистр 1REG  16 i -х элементов рассматриваемых 16 столбцов: 

1 1 16( ),..., ( )REG S i S i= . 

3. Преобразуем 16 байтовых элементов, находящихся в регистре 1REG , в 16 двухбайто-
вых элементов и помещаем первые 8 в регистр 2REG  и вторые 8 – в регистр 3REG . 
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4. Аккумулируем полученные элементы в двух регистрах 1SUM  и 2SUM : 

1 1 2( ) ( ) ( )SUM i SUM i REG i= + ; 

2 2 3( ) ( ) ( )SUM i SUM i REG i= + . 

5. 1i i= + ; если i H≤ , идем на шаг 2. 
6. Сохраняем 16 полученных вертикальных сумм из регистров  1SUM  и 2SUM  в массив V . 
7. Копируем в регистр 1REG  следующие 16 i -х элементов: 

1 1 16( ),..., ( )REG S i S i= . 

8. Преобразуем 16 байтовых элементов, находящихся в регистре 1REG , в 16 двухбайто-
вых элементов и помещаем первые 8 в регистр 2REG  и вторые 8 – в регистр 3REG . 

9. Копируем в регистр 4REG  16 элементов с индексом ( )i H− : 

4 1 16( ),..., ( )REG S i H S i H= − − . 

10. Преобразуем 16 байтовых элементов, находящихся в регистре 4REG , в 16 двухбайто-
вых элементов и помещаем первые 8 в регистр 5REG  и вторые 8 – в регистр 6REG . 

11. Вычисляем новые суммы на основе имеющихся 16 сумм при помощи бегущего окна: 

1 1 5 2( ) ( ) ( ) ( )SUM i SUM i REG i REG i= − + ; 

2 2 6 3( ) ( ) ( ) ( )SUM i SUM i REG i REG i= − + . 

12. Сохраняем 16 полученных вертикальных сумм из регистров  1SUM  и 2SUM  в массив V . 
13. 1i i= + ; если i IH≤ , то идем на шаг 7. 
14. Конец. 
Шаги 1–6 алгоритма выполняют вычисление первых 16 сумм, на основе которых при по-

мощи бегущего окна вычисляются все остальные суммы (шаги 7–14). Вычисление вертикальных 
сумм для остальных столбцов изображения выполняется аналогичным образом. Сравнительное 
быстродействие вычисления вертикальных бегущих сумм как при помощи SSE2-команд, так и 
без них отражено в табл. 2. 

Таблица 2 
Быстродействие операции поиска вертикальных бегущих сумм 

Операция Размер изображения Время, мс 

Вычисление вертикальных  
бегущих сумм без SSE2-команд 

240320× 0,286 
480640× 1,549 
576720× 2,117 

Вычисление вертикальных  
бегущих сумм с SSE2-командами

240320× 0,010 
480640× 0,058 
576720× 0,080 

Вычисление горизонтальных бегущих сумм по строкам изображения при помощи 
SSE2-команд. Данный шаг алгоритма сложно реализовать при помощи SSE2-инструкций, при-
меняя метод, аналогичный вычислению вертикальных бегущих сумм, так как SSE2-команды 
чтения элементов массива работают только с горизонтально расположенными данными. Для 
реализации алгоритма горизонтальной бегущей суммы по аналогии с вертикальной бегущей 
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суммой необходимо было бы выполнять чтение сразу восьми элементов массива, расположен-
ных вертикально, что невозможно осуществить при помощи одной SSE2-команды. Для реше-
ния данной задачи можно предложить несколько подходов: 

1. Транспонирование массива и применение алгоритма вертикальной бегущей суммы. 
2. Чтение из массива прямоугольной части размера 8 8×  при помощи восьми SSE2-команд 

чтения и транспонирование полученного квадрата с помощью SSE2-команд. Последующие вы-
числения производятся со строками транспонированного квадрата, представляющими собой 
транспонированные столбцы по восемь элементов исходного массива. 

3. Первоначальное преобразование изображений, для которых будет вычисляться оптиче-
ский поток таким образом, чтобы можно было осуществить параллельные вычисления восьми 
бегущих горизонтальных сумм одновременно. После вычисления оптического потока на пре-
образованных изображениях необходимо обратное преобразование полученных данных, кото-
рое даст правильный массив векторов движения. 

Первый вариант требует транспонирования всех изображений модуля разности двух кад-
ров, полученных для всех рассматриваемых сдвигов. Например, для интервала сдвигов 16±  по 
осям X  и Y  это потребует выполнения 1089 транспонирований изображений (общее количе-
ство операций чтения и записи элементов будет равно 1089 2IW IH× × × ), что занимает значи-
тельное время и не позволяет реализовать вычисления достаточно быстро. 

Второй вариант фактически повторяет первый, только с транспонированием при помощи 
SSE2-команд. При проходе по всему изображению с вычислением горизонтальных бегущих 
сумм необходимо будет транспонировать практически все квадратики 8 8× , на которые разби-
вается изображение. При этом данная процедура повторяется заново при каждом новом сдвиге, 
т. е., например, для интервала сдвигов 16±  по осям X  и Y  она повторяется 1089 раз (транспо-
нирование квадрата 8 8×  требует 24 SSE2-инструкции, тогда общее количество операций со-
ставляет 1089 (24 / 64)IW IH× × × ). Таким образом, при данном подходе общее количество 
операций уменьшается благодаря эффективной процедуре транспонирования, реализованной 
при помощи SSE2-команд, однако число излишних вычислений остается большим. 

Третий вариант предусматривает смешение восьми частей изображения таким образом, что в 
каждой строке полученного изображения будут содержаться данные восьми частей изображения, 
при этом вычисление горизонтальных бегущих сумм можно выполнять параллельно, используя 
только SSE2-команды чтения горизонтально расположенных данных в рассматриваемой строке. 
Этот подход содержит дополнительные этапы предварительного смешения частей изображения и 
этап постобработки по восстановлению изображения из смешанных частей. Данные этапы выпол-
няются только по одному разу и не занимают много вычислительного времени (общее количество 
операций чтения и записи элементов будет равно 2IW IH× × ). При этом остальные этапы вычис-
ления оптического потока (вычисление модуля разности и вычисление вертикальных бегущих 
сумм), как и раньше, выполняются в параллельном режиме по описанным выше алгоритмам, лишь 
с небольшими отличиями. При использовании данного варианта вычисления горизонтальных бе-
гущих сумм количество операций хотя и увеличивается за счет общего увеличения размера обраба-
тываемого изображения, однако остается наименьшим из описанных трех вариантов. 

Для вычисления горизонтальной бегущей суммы при помощи SSE2 будем использовать ме-
тод предварительного разбиения изображения на восемь частей и их перемешивания. Тогда вычис-
лять горизонтальную сумму можно таким же образом, как в реализации горизонтальной суммы без 
SSE, только читать и обрабатывать необходимо сразу восемь WORD-элементов. Каждый из этих 
восьми элементов будет относиться к разным частям изображения и, таким образом, можно будет 
вычислять параллельно восемь бегущих сумм для восьми разных частей изображения. 

Для вычисления восьми горизонтальных бегущих сумм необходимо разбить исходные 
изображения на восемь частей. При этом, так как бегущая сумма вычисляется только для мно-
жества пикселов P , необходимо разбивать именно эту область на части. Необходимо также 
учесть, что для вычисления крайних пикселов каждой части этой области необходимо иметь 
данные о пикселах, выходящих за пределы этой части.  

Разобьем область P  изображения 2I  на восемь одинаковых частей 0 7,...,P P  (рис. 2). Обо-
значим через iWP  область iP , расширенную на R r+  в каждую сторону (рис. 3).  
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Рис. 2. Разбиение множества пикселов P  изображения 2I  на части 

 
Рис. 3. Расширенные области iP  изображения 2I  

Таким образом, получим восемь пересекающихся областей , 0,...,7iWP i = . Если 2I  имеет 
размеры IW IH× , область изображения P  будет иметь размер PW PH× =  

( 2 ( )) ( 2 ( ))IW R r IH R r= − × + × − × + , а каждая область iP  будет иметь размер ( / 8)PW PH× . 
Следовательно, каждая расширенная область изображения iWP  будет иметь размер 

( 2 ( )) ( 2 ( ))
8

PW R r PH R r+ × + × + × + . Обозначим через 2 ( )
8

PWNC R r= + × +  количество 

столбцов в расширенной области iWP , ( )iC k  – k -й столбец расширенной области iWP  (нуме-
рация столбцов начинается с нуля). Сформируем из расширенных областей iWP  изображения 

2I  новое изображение 2I ′  следующим образом. Будем располагать последовательно столбцы 
расширенных областей iWP : сначала все первые столбцы, потом вторые и т. д. Пусть iS  – i -й 
столбец изображения 2I ′  (нумерация столбцов начинается с нуля), тогда 

8
8

( )
8i ii

iS C ⎡ ⎤− ×⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Столбцы iS  образуют изображение 2I ′ , размер которого составит (8 )NC IH× × . Таким об-
разом, изображение 2I ′  имеет ширину 2 8 7 2 ( )IW NC IW R r′ = × = + × × + , что больше, чем у изо-
бражения 2I , на 2 ( ) 7R r× + ×  столбцов. Например, при размере кадра видеопоследовательности 
720 576× , радиусе окна оптического потока 8r =  и максимально возможном смещении пиксела 
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16R =  ширина преобразованного кадра составит 720 7 2 (8 16) 1056+ × × + = , а общий размер 
преобразованного кадра – 1056 576× . Описанное выше преобразование необходимо производить 
как для изображения 2I , так и для изображения 1I . Однако можно заметить, что при обработке 
видеопоследовательностей достаточно выполнять одно преобразование изображения для каждого 
нового кадра видеопоследовательности, так как второй кадр, необходимый для вычисления опти-
ческого потока, уже будет преобразован на предыдущем шаге. Так как соседние столбцы исход-
ных изображений 1I  и 2I  лежат в преобразованных изображениях 1I ′  и 2I ′  с шагом в восемь 
столбцов, становится возможным читать при помощи одной SSE2-операции чтения данных эле-
менты сразу восьми различных столбцов изображения и оперировать при вычислении горизон-
тальной бегущей суммы сразу восемью элементами одновременно. Это позволяет вычислять бе-
гущие горизонтальные суммы аналогично вычислению вертикальных бегущих сумм одновре-
менно для восьми различных частей исходных изображений 1I  и 2I . Также заметим, что количе-
ство операций, необходимых для вычисления оптического потока на полученном изображении, 
возрастает непропорционально увеличению площади изображения. Для полученного изображе-
ния 1056 576×  по сравнению с исходным изображением 720 576×  количество операций возрас-
тет в 1,16 раза, тогда как площадь первого больше, чем площадь второго, в 1,46 раза. 

Сравнительное быстродействие вычислений горизонтальных бегущих сумм как при по-
мощи SSE2-команд, так и без них приведено в табл. 3. 

Таблица 3 
Быстродействие операций поиска горизонтальных бегущих сумм 

Операция Размер изображения Время, мс 

Вычисление горизонтальных  
бегущих сумм без SSE2-команд 

240320× 0,158 
480640× 0,730 
576720× 0,956 

Вычисление горизонтальных  
бегущих сумм с SSE2-командами

240320× 0,017 
480640× 0,071 
576720× 0,099 

Оптический поток для полученных после преобразования изображений 1I ′  и 2I ′  вычисля-
ется при помощи описанного выше алгоритма с небольшими отличиями: 

– при вычислении модуля разности двух кадров со сдвигом каждый сдвиг по оси X  не-
обходимо увеличивать в восемь раз; 

– при вычислении горизонтальной бегущей суммы можно использовать алгоритм, анало-
гичный вычислению вертикальных бегущих сумм на основе SSE2, что позволяет вычислять 
параллельно по восемь бегущих сумм; 

– после вычисления оптического потока на преобразованных изображениях необходимо 
выполнить обратное преобразование оптического потока. 

Необходимо заметить, что потери производительности за счет увеличения размеров изо-
бражений по отношению к исходным меньше, чем выигрыш, получаемый за счет параллельной 
обработки при вычислении горизонтальных бегущих сумм. 

4. Результаты тестирования алгоритма быстрого вычисления оптического потока 
при помощи SSE2-команд 

Работа алгоритма тестировалась на примере реальной видеопоследовательности, содер-
жащей изображения различных движущихся объектов (транспорта, людей) при разрешении 
кадров 320 240× , 640 480× , 720 576×  (рис. 4) на персональном компьютере с процессором 
Intel Core i5 750. Кадры видеопоследовательности при более низких разрешениях были получе-
ны масштабированием кадров исходной видеопоследовательности с разрешением 720 576× .  
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а) б) 

в) г) 

д) е) 

ж) з) 

Рис. 4. Результаты работы алгоритма вычисления оптического потока: а), д) первый кадр пары;  
б), е) второй кадр пары; в), ж) вычисленный оптический поток; г), з) обнаруженные движущиеся объекты 
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Результаты быстродействия алгоритма на персональном компьютере с процессором Intel 
Core i5 750 с использованием одного ядра приведены в табл. 4. Можно заметить, что при раз-
решении 320 240× , окне оптического потока 16 16×  и максимальных возможных сдвигах 8±  
алгоритм практически достигает быстродействия реального времени (15 кадров/с). 

Таблица 4 
Быстродействие алгоритмов вычисления оптического потока с окном 16 16×  

Алгоритмы оптического потока 
Размер кадра  
видеопоследо-
вательности 

Интервал
сдвигов 

Время работы 
на кадр, мс 

Алгоритм 1 оценки движения  
при помощи SSE2-команд 

240320× 8± 291 
240320× 16± 1034 
480640× 16± 5028 
576720× 16± 6424 

Алгоритм 2 оценки движения  
с линейной сложностью  
при помощи SSE2-команд 

240320× 8± 102 
240320×  16±  332 
480640×  16±  1604 
576720×  16±  2213 

Алгоритм Сана вычисления  
оптического потока  
без помощи SSE2-команд 

240320× 8± 168 
240320× 16± 636 
480640× 16± 3096 
576720× 16± 4324 

Быстрый алгоритм вычисления 
оптического потока при помощи
SSE2-команд (горизонтальная  
бегущая сумма без SSE2-команд)

240320× 8± 78 
240320× 16± 289 
480640× 16± 1356 
576720× 16± 1860 

Быстрый алгоритм вычисления 
оптического потока при помощи
SSE2-команд (преобразование 
изображений) 

240320× 8± 49 
240320× 16± 176 
480640× 16± 768 
576720× 16± 1050 

Для реализации параллельной версии алгоритма была использована библиотека OpenMP. 
Результаты быстродействия параллельной версии алгоритма на персональном компьютере с 
процессором Intel Core i5 750 с использованием четырех ядер приведены в табл. 5.  

Таблица 5 
Быстродействие параллельной версии алгоритма вычисления оптического потока  

с окном 1616×  (четыре ядра процессора) 

Алгоритм оптического потока 
Размер кадра  
видеопосле-
довательности 

Интервал  
сдвигов 

Время работы 
на кадр, мс 

Параллельная версия быстрого алгоритма
вычисления оптического потока  
при помощи SSE2-команд 
(преобразование изображений) 

240320× 8± 25 
240320× 16± 85 
480640× 16± 252 
576720× 16± 328 

Заключение 

Предложен алгоритм быстрого вычисления оптического потока при помощи SSE2 
SIMD-инструкций процессоров семейства x86. Алгоритм имеет константную сложность (O(1)) 
в зависимости от радиуса окна оптического потока и применяет SSE2 SIMD-команды на всех эта-
пах вычисления оптического потока (в том числе для вычисления горизонтальных и вертикальных 
бегущих сумм), что значительно ускоряет его работу. Применение SAD позволяет при помощи 
SSE2-команд одновременно обрабатывать большее количество пикселов изображения по сравне-
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нию с корреляцией и SSD, а также быстрее вычислять меру отличия блоков изображений вследст-
вие более простой формулы. При работе на многоядерных процессорах алгоритм использует па-
раллельный режим работы, что позволяет ускорить вычисления. Скорость работы алгоритма на 
процессоре Intel Core i5 750 в режиме параллельного выполнения на четырех ядрах при разрешении 
видеопоследовательности 320 240× , окне оптического потока 16 16×  и максимальных возможных 
сдвигах 8±  по осям X  и Y  (всего вычисляется 17 17 289× =  сдвигов) достигает 40 кадров в се-
кунду, а при максимальных возможных сдвигах 16±  (всего вычисляется 33 33 1089× =  сдвигов) – 
11 кадров в секунду. Это позволяет применять алгоритм для вычисления оптического потока в ре-
жиме реального времени на персональном компьютере. Алгоритм может быть полезен для решения 
таких задач, как обнаружение и отслеживание движущихся объектов на видеопоследовательностях.  
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FAST OPTICAL FLOW COMPUTATION ALGORITHM BASED  
ON SSE2-INSTRUCTIONS OF X86 PROCESSOR FAMILY 

An algorithm for fast computation of optical flow based on SSE2-instructions of a PC is pro-
posed. The algorithm has a constant complexity of the radius of the optical flow window, applies 
SSE2 SIMD-commands at all computation stages while working on multi-core processors and uses a 
parallel mode of operation. The algorithm can significantly speed up the computation of optical flow, 
which makes it applicable for real time mode of personal computers. 
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ДЛЯ ЗАПИСИ И ВОССТАНОВЛЕНИЯ ИНФОРМАЦИИ 

Рассматривается проблема ассоциативного представления данных на примере рекуррентных 
искусственных нейронных сетей типа Хопфилда. Предложены: модификация сети «двунаправленная 
ассоциативная память», способ секционирования входных данных, основанный на их равномерном 
разбиении с дальнейшим последовательным отображением друг в друга, а также соответствующий 
метод их записи в гетероассоциативную память. Полученная нейросетевая архитектура способна 
сохранять, ассоциативно восстанавливать и распознавать большие объемы информации. 

Введение 

Одной из важнейших задач для современных вычислительных устройств является сохра-
нение информации на носителе таким образом, чтобы впоследствии ее можно было извлечь, 
обладая лишь некоторым ключевым признаком этой информации. Как правило, предлагаются 
две различные формы сравнения входного ключа. С одной стороны, если среди совокупности 
данных требуется отыскать такие, которые на основе некоторой заданной меры близости соот-
ветствуют ключевой информации, то такая постановка задачи близка к постановке задачи рас-
познавания образов. С другой стороны, задачи поиска информации по известному ключу, кото-
рый сам содержит некоторую часть искомой информации, связаны с задачами оптимизации ра-
боты баз данных [1], а также способами ассоциативного представления данных [2]. 

Среди различных методов ассоциативной записи и восстановления информации можно вы-
делить динамические нейросетевые архитектуры, обладающие обратной связью. К наиболее из-
вестным относятся однослойные сети Хопфилда [3−5] и рекуррентные многослойные персептро-
ны − сети Элмана [6]. Широкое практическое применение получили сети Элмана, которые ис-
пользуются для управления динамическими объектами [7, 8] и сжатия информации [9]. Однако 
для изучения принципов работы ассоциативной памяти чаще используются сети Хопфилда, ко-
торые демонстрируют, каким образом в принципе может быть организована устойчивая память, 
состоящая из коллектива недостаточно надежных нейроподобных элементов [9−11]. 

Характерной особенностью сетей Хопфилда является то, что процесс извлечения инфор-
мации в таких сетях осуществляется по итеративному принципу и заключается в том, что на 
каждой новой итерации через обратные связи с элементами задержки Δt происходит обработка 
данных, полученных на предыдущем шаге. Для устойчивых сетей с обратными связями такая 
циркуляция информации происходит до тех пор, пока значения элементов сети не установятся 
в состояние равновесия, т. е. пока они не приобретут стационарные значения. 

Для сети Хопфилда, в которой используется симметричная матрица весовых коэффици-
ентов с нулевой главной диагональю, т. е. ij jiw w=  и 0iiw = , такими стационарными значения-
ми − аттракторами – являются устойчивые стационарные точки или устойчивые предельные 
циклы длины два [12]: 

( ) ( ), 1, , 1, 2.i iy t k y t i n k+ = = =                                                    (1) 

Тем не менее сети Хопфилда обладают определенными недостатками, которые значи-
тельно ограничивают их практическое применение. Как известно, чтобы восстановить (из-
влечь) необходимый образ с помощью обученной сети Хопфилда, необходимо иметь ключевой 
образ, совпадающий по размеру с искомым. Это приводит к невозможности реализации ассо-
циативного процесса восстановления информации в полном смысле слова, т. е. по ее отдельно-
му фрагменту. В результате недостающие участки входного вектора находятся в состоянии не-
определенности. Например, в многочисленных источниках [10, 11, 13] часто приводится задача 
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восстановления графических образов при их частичном искажении (рис. 1, а). Если память сети 
Хопфилда не переполнена и количество наложенного шума не превышает некоторого опреде-
ленного порога, то она восстановит исходный образ (рис. 1, б). Однако сеть не способна каче-
ственно восстановить образ по его некоторой известной части (рис. 1, в), так как ключевой об-
раз (рис. 1, г) будет слабо коррелировать с исходным. В то же время человеческий мозг пре-
красно справляется с поставленной задачей и способен вспомнить (восстановить) большие объ-
емы информации лишь по малой части ключевой информации [2]. 

 
а) б) в) г) 

Рис. 1. Различные варианты входных образов 

Рассмотрим бинарный вектор ( )1 2, ,...,p pl l l=L , состоящий из p элементов, с помощью ко-

торого можно зашифровать некоторую информацию. Чтобы записать указанный информацион-
ный вектор pL  с помощью сети Хопфилда, она должна состоять из n = p нейронов. Весовая мат-
рица синаптических связей Wn n×  представляет собой квадратную матрицу размером n×n, где 
n − длина входного вектора. Тогда с ростом длины p входного вектора Lp общий объем памяти, 
необходимый для моделирования сети Хопфилда, будет расти не линейно, а квадратично. Та-
ким образом, имеет место ограничение сверху на объем памяти, необходимый для хранения ве-
совой матрицы Wn n× . В связи с этим может сложиться такая ситуация, когда размер вектора Lp 
значительно превысит число нейронов n во входном слое сети. Следующим недостатком сети 
Хопфилда является то, что для восстановления информационного вектора Lp потребуется клю-
чевой вектор, длина которого совпадает с длиной искомого вектора. 

Таким образом, несмотря на то что искусственные нейронные сети Хопфилда успешно де-
монстрируют ассоциативное восстановление, они не способны реализовывать ассоциативную об-
работку информации в той мере, какую демонстрируют нервные клетки головного мозга человека. 

Описанная задача является типовой и востребована при реализации поиска в реляцион-
ных базах данных. Поэтому была поставлена задача разработать нейросетевую архитектуру, 
способную ассоциативно извлекать и обрабатывать информационные последовательности pL , 
размер которых значительно превышает число n нейронов входного слоя, т. е. p n>> . 

1. Способ декомпозиции входных данных и модификация сети ДАП 

Рассмотрим искусственную нейронную сеть типа двунаправленной ассоциативной памя-
ти (ДАП), разработанную Б. Коско [14, 15]. Сеть ДАП, как и широко известная сеть Хопфилда, 
способна к обобщению, вырабатывая правильные реакции даже на искаженные входы. Однако 
последняя является автоассоциативной. Это означает, что входной образ может быть завершен 
или исправлен, но не может быть ассоциирован с другим образом. Данный факт является ре-
зультатом одноуровневой структуры ассоциативной памяти, в которой выходной вектор гене-
рируется на тех же нейронах, на которые поступает входной вектор. В результате восстанов-
ленный образ, являющийся точечным аттрактором пространства состояний сети Хопфилда 
по (1), принципиально не может быть стимулом для генерации новой информации. 

В противоположность этому в двухслойной сети ДАП входной вектор поступает на один 
набор нейронов ( )T( )

1 2, , ...,n
nx x x=X , а соответствующий выходной вектор с помощью матри-
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цы весов Wmxn вырабатывается на другом наборе ( )T( )
1 2, , ...,m

my y y=Y . Таким образом, реали-
зуется гетероассоциативная память. Поэтому обученная сеть на поступающий двоичный 
ключевой вектор, обладающий общими характерными признаками, вырабатывает на выходе 
один и тот же вектор-отклик, т. е. наблюдается процесс адресации памяти по ее содержанию. 
Процесс обучения сети ДАП реализуется в форме суммирования внешних произведений всех 
векторных пар обучающего набора согласно правилу Хебба [3]. 

Дополнительными преимуществами сетей данного типа являются: реализация распреде-
ленной памяти; быстрый безытерационный способ обучения; способность добавлять в память 
ограниченное число новых образов, не разрушая старые, и относительно простая архитектура 
для ее программно-аппаратной реализации [13, 16, 17].  

Теоретически информационная емкость сети ДАП (количество образов, которые она мо-
жет запомнить) в два раза меньше, чем у сети Хопфилда. Это связано со структурой сети ДАП, 
в процессе функционирования которой происходит не только извлечение вектор-отклика Y , но 
и восстановление самого вектор-стимула X  (если он в допустимых пределах отличался от эта-
лонного значения). Однако если стимул и отклик представить в виде двух составных частей од-
ной информационной последовательности pL , то ее максимальная длина p n m= + , а в случае, 
когда n m= , получаем, что 2p n= . Другими словами, размер запоминаемого образа в два раза 
превышает размер входного слоя нейронной сети. 

Тем не менее результаты приведенных рассуждений недостаточно удовлетворяют усло-
вию поставленной задачи. Поэтому было решено изменить алгоритм работы и архитектуру сети 
ДАП таким образом, чтобы ее стационарные значения изменялись по формуле (1), в которой 

2k ≥ . С этой целью автором было предложено ввести в архитектуру сети ДАП дополнитель-
ную обратную связь Bt  (рис. 2), а также новый способ секционирования входных данных. 

 
Рис. 2. Модифицированная сеть ДАП 

Допустим, имеется бинарный вектор ( )T

1 2, ,..., px x x=X , в котором содержится некая ин-

формационная последовательность pL . Далее разделим вектор X  на k  векторов ix  одинако-
вой длины таким образом, чтобы выполнялись следующие условия: 

, , , 1, ;

mod 0.
i j i j i j k

p k

⎧ ≠ ≠ =⎪
⎨

=⎪⎩

x x
                                                         (2) 

Другими словами, исходный информационный вектор X  представлен как строго опреде-
ленная последовательность уникальных вектор-столбцов ix  меньшей, но одинаковой длины 

1 2; ;...; k⎡ ⎤= ⎣ ⎦X x x x  (рис. 3, а, б). Максимальное число k , на которое может быть разбит исход-

ный вектор X , зависит от длины регулярных последовательностей нулей и единиц, встречаю-
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щихся в исходном бинарном векторе. Далее запишем (закодируем) каждый из полученных век-
торов ix , которые здесь и далее будем называть информационными блоками, с помощью сети 
ДАП таким образом, чтобы его собственным ключом был предшествующий ему вектор 1i−x . 
Таким образом, предложенный способ секционирования входных данных заключается в коди-
ровании вектора 1 2; ;...; k⎡ ⎤= ⎣ ⎦X x x x  как замкнутой последовательности пар уникальных векто-

ров 1 2 2 3 1, ,..., k k−⇒ ⇒ ⇒x x x x x x  и 1k ⇒x x  (рис. 3, в). Другими словами, если входными дан-
ными для обучения сети ДАП служит набор [ ]1 2 1; ;...; ;k k−x x x x , то в качестве выходных дан-
ных требуется использовать набор [ ]2 3 1; ;...; ;kx x x x , т.е. обучающая выборка будет состоять из 
набора следующих векторов: 

[ ]
[ ]

1 2 1

2 3 1

; ;...; ; ;

; ;...; ; .
k k

k

−⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

X

Y

x x x x

x x x x
                                                         (3) 

 
в) 

а) 

б) 

Рис. 3. Запись вектора Х по предложенному методу: а) и б) подготовка; в) запись 

Предложенный алгоритм функционирования сети ДАП отличается от классического тем, 
что после стабилизации значений выходов нейронов обоих слоев добавляется вторая обратная 
связь Bt , которая идет от второго слоя к первому напрямую, не взаимодействуя с весовой квад-
ратной матрицей Wn n× . В результате предложенный алгоритм позволяет запоминать детерми-
нированную последовательность pL , равную 

p k n= ⋅                                                                        (4) 

элементам, где k  − число информационных блоков; n − длина входного и выходного слоев ДАП. 
Следовательно, если число входных и выходных нейронов в сети ДАП m n const= = , а 

число информационных блоков может быть увеличено (если полученные новые подобразы не 
коррелируют между собой), то k  тоже будет увеличиваться. Другими словами, будет расти 
объем запоминаемой информации pL . Стоит еще раз уточнить, что pL  − это не объем общей 
памяти сети ДАП, а информационная последовательность нулей и единиц, состоящая из полу-
ченного набора подобразов. Под объемом памяти ДАПV  сети ДАП понимается максимально 
возможное число запоминаемых образов, которое определяется выражением 

ДАП
2

, min( , )
4 log

lV l n m
l

≤ =
⋅

,                                                     (5) 

где l  – количество нейронов в наименьшем слое. В рассматриваемом случае l m n= = , тогда 
ДАПV  равняется объему сети Хопфилда [5]. 

Введем новую качественную характеристику − информационную эффективность сети I, с 
помощью которой можно оценить предложенный гетероассоциативный метод представления 
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информации. Следуя [18, 19], определим I как количество бит информации, приходящейся на 
один синапс, т. е. 

2

LI
n

= ,                                                                       (6) 

где L  − информация, извлекаемая из сети; 2n  − общее количество элементов сети, способных к 
модификации (синаптические связи). Вычислим информационную эффективность при записи 
одного образа, т. е. при фиксированном размере матрицы весов Wn n× , с помощью сети Хоп-

филда: Хопф 2 2

1L nI
n n n

= = =  и с помощью модифицированной ДАП: ДАП 2 2

p k n kI
n n n

⋅
= = = , где n − 

число нейронов во входном слое; k − число подобразов, на которые разбивается исследуемый 
образ. Таким образом, если ставится задача сохранить один образ с помощью ассоциативной 
нейронной сети, то ДАП ХопфI k I= ⋅ . 

В результате использования предложенных способ секционирования входных данных и 
модифицированного алгоритма функционирования сети ДАП последняя способна реализовы-
вать отображение специального вида: 1 ( )i iF+ =x x , причем 1 ( )kF=x x , где k  − количество ин-
формационных блоков, на которые был разбит первоначальный вектор Х. После проведенного 
процесса обучения сеть ДАП способна восстанавливать и идентифицировать запомненный на 
этапе обучения вектор Х по любому известному ключевому вектору ix . Поэтому процессы за-
писи и извлечения информации, закодированной в виде последовательности уникальных век-
торов ix , являются возможными только в процессе динамического режима работы сети. 

Так как итерационный процесс извлечения информации является циклическим, значения 
выходов описанной системы, попав на аттрактор, будут бесконечно изменяться согласно фор-
муле (1). Поэтому предложенный метод регламентирует и правило останова. Процесс распо-
знавания (извлечения) считается успешно завершенным, если за конечное число итераций на 
выходе сети ДАП появится вектор, идентичный ключевому, который послужил стимулом к 
возникновению данного динамического режима. Если описанное правило не выполняется, т. е. 
значения выходов сети ДАП находятся в хаотическом режиме, то считается, что искомый образ 
не был записан в память либо ключевой вектор не обладает достаточным количеством началь-
ной информации. 

2. Извлечение и идентификация данных 

С помощью модифицированной сети ДАП, а также предложенных способа секционирова-
ния и метода записи входных данных появляется возможность реализовать устройства, способ-
ные выполнять одну из следующих функций: извлечение либо идентификацию данных, пред-
ставленных информационной последовательностью pL . Основой подобных устройств, к числу 
которых относятся устройства извлечения и идентификации данных, может служить не только 
описанная выше модифицированная сеть ДАП, но и любая другая реализация гетероассоциатив-
ной памяти. 

На рис. 4, а изображена блок-схема алгоритма работы устройства, предназначенного для 
ассоциативного извлечения (восстановления) по любой известной части заранее сохраненной 
информационной последовательности pL , в качестве которой, например, могут выступать как 
графические изображения, так и текстовые файлы, предварительно закодированные в бинар-
ный вид. Одним из главных требований для записи указанной информации pL  является опи-
санный выше этап предобработки, цель которого заключается в ее декомпозиции на некоторое 
число информационных блоков, соответствующих условию (2). Полученные информационные 
блоки должны быть записаны в модифицированную сеть ДАП по предложенному методу (3). 

Процесс извлечения информации pL  должен начинаться с ввода любого из известных 
информационных блоков, представленного вектором начx . Затем значения данного вектора 
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присваиваются временному вектору x , который записывается в результирующий массив Х и с 
помощью сети ДАП извлекает первый вектор-отклик y . На следующей итерации значения по-
лученного вектор-отклика y  присваиваются значениям нового вектор-стимула x , который из-
влекает из сети ДАП очередной информационный блок. Таким образом, пока выполняется ус-
ловие нач ≠x y , из сети ДАП последовательно извлекаются информационные блоки, принадле-
жащие искомой информационной последовательности pL . После того как будет извлечен клю-

чевой вектор начx , следует этап проверки на адекватность работы устройства. В данном случае 
используется проверка на наличие числа k информационных блоков. Для этого была введена 
дополнительная переменная-счетчик с. В качестве альтернативы можно предложить, чтобы k-й 
информационный блок содержал некую наперед заданную последовательность символов, яв-
ляющуюся признаком конца информационной последовательности pL . 

На рис. 4, б изображена блок-схема алгоритма работы устройства, предназначенного для 
регистрации в потоке сенсорных данных определенного класса образов, которые могут описы-
вать критические значения некоторых физических процессов. Подобными сенсорными данными 
могут быть графические изображения, акустические сигналы, данные химических анализаторов 
и т. д. Таким образом, задачей устройства является причисление входного вектора к одному из 
двух классов (например, штатный и нештатный режимы), причем близость либо корреляция ме-
жду образами каждого из классов может полностью отсутствовать, т. е. сигналы могут быть раз-
личной природы. Главное, чтобы их информационные блоки отвечали условиям (2). 

 
а) б) 

Рис. 4. Блок-схемы алгоритмов функционирования предлагаемых устройств 

Принцип работы предлагаемого устройства идентификации сенсорных данных заключа-
ется в подсчете количества ассоциируемых пар информационных блоков исследуемого векто-
ра Х. Если информационные блоки принадлежат к известному образу, то, начиная с первого, 
они будут последовательно отображаться друг в друга и счетчик с будет равен (k − 1). В данном 
случае считается, что исследуемый вектор Х соответствует одному из известных эталонов, при 
этом устройство выдаст сигнал о его распознавании. 
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3. Примеры и эксперименты по записи и извлечению информации 

На типовых примерах записи и извлечения информации рассмотрим преимущества мо-
дифицированной сети ДАП. Для начала проанализируем пример записи и восстановления би-
нарного вектора с помощью предложенного модифицированного способа. Допустим, у нас 
имеется 16-битный вектор-столбец ( )T1 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 1 1 0 1 0=X , т. е. 
его длина 16p = . Максимально допустимым числом частей k, на которое его можно разделить 
согласно условию (3), является четыре. Это объясняется тем, что исходный вектор Х нельзя 
разделить на 3-битные векторы без остатка, а при разделении его на 2-битные среди них ока-
жутся одинаковые. Таким образом, получим следующие четыре вектора: T

1 (1 1 0 0)=x , 
T

2 (1 1 1 1)=x , T
3 (1 0 0 1)=x  и T

4 (1 0 1 0)=x . 
Чтобы записать полученную последовательность 1 2 3 4=[ ; ; ; ]X x x x x  с помощью предло-

женного метода, реализуем двухслойную сеть ДАП, в каждом слое которой будет находиться 
по четыре нейрона. Воспользуемся обобщенной формулой генерации матрицы синаптических 
связей Wm n×  по следующей формуле [5−7]: 

( ) ( )T( ) ( )

1
W 2 1 2 1

k
m n

m n i i
i

×
=

= ⋅ − ⊗ ⋅ −∑ Y X ,                                              (7) 

где k − число пар обучаемой выборки 1 2{ , ,..., }kX X X  и 1 2{ , ,..., }kY Y Y ; n и m − число входных и 
выходных нейронов соответственно; операция в скобках необходима для перевода бинарных 
векторов в биполярные. 

Учитывая, что 4m n= = , 4k = , 1 2 3 4; ; ;⎡ ⎤= ⎣ ⎦X x x x x  и 2 3 4 1; ; ;⎡ ⎤= ⎣ ⎦Y x x x x , получим 

[ ] [ ] [ ] [ ]4 4

1 1 1 1
1 1 1 1W 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1
1 1 1 1

×

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⊗ − − + ⊗ + ⊗ − − + ⊗ − − =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −
⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

⎛ ⎞− − − − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟− − − − − − − − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + + =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − − − − − − −
⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

 

4 0 0 0
0 0 0 4
0 0 4 0
0 4 0 0

⎡ ⎤
−⎢ ⎥= ⎢ ⎥−

⎢ ⎥⎣ ⎦

. 

Таким образом, в значениях полученной весовой матрицы 4 4W ×  синаптических связей 
нейронов содержится информация об искомом векторе Х. Далее, учитывая функцию генерации 
вектор-отклика сети ДАП [5–7] 

( )( ) ( ) ( )= Wm n m
m nf × ⋅ −Y X B ,                                                        (8) 

где f(x) − функция активации (например, знаковая функция сигнум); ( )mB  − вектор смещения 
(как правило, равный нулю), восстановим всю последовательность, начиная с ввода третьего 
участка ( )T

3 1 0 0 1=x : 
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4 4

4 0 0 0 1 4 1
0 0 0 4 0 0 0sgn sgn0 0 4 0 0 4 1
0 4 0 0 1 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ = ⋅ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x x ; 

1 1

4 0 0 0 1 4 1
0 0 0 4 0 4 1sgn sgn0 0 4 0 1 0 0
0 4 0 0 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ = ⋅ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x x ; 

2 2

4 0 0 0 1 4 1
0 0 0 4 1 4 1sgn sgn0 0 4 0 0 4 1
0 4 0 0 0 4 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ = ⋅ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x x , 

и, наконец, проверим ключевой образ 

3 3

4 0 0 0 1 4 1
0 0 0 4 1 0 0sgn sgn0 0 4 0 1 0 0
0 4 0 0 1 4 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ = ⋅ = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠

x x . 

В результате восстановлена вся искомая последовательность 1 2 3 4=[ ; ; ; ]X x x x x , причем восста-
новление можно было начинать с любой известной части. 

Рассмотрим второй пример, в котором требуется разработать устройство ассоциативного 
хранения несжатой графической информации − монохромных изображений. При этом сущест-
вуют аппаратные ограничения на число параллельных каналов ввода-вывода и объем исполь-
зуемой памяти – 8 Мб. Таким образом, если на один элемент весовой матрицы W  выделить по 
8 бит, то максимальный ее размер составит 1024 1024×  элементов. 

С помощью современных аппаратных средств можно реализовать сеть Хопфилда, кото-
рая будет в состоянии запоминать монохромные изображения размером 32 32×  (рис. 5, а). 
Точно такого же размера можно реализовать сеть ДАП, которая тоже будет способна запоми-
нать и восстанавливать монохромные изображения размером 32 32× . Однако благодаря пред-
ложенному методу гетероассоциативной записи и извлечения последовательности образов изо-
бражения, показанные на рис. 5, б–д, можно закодировать как подобразы одного большого об-
раза. В результате обученная по предложенному методу сеть ДАП способна при вводе одного 
из известных подобразов 5, б–д восстановить искомый образ, размеры которого будут уже 
64 64×  (рис. 5, е). Таким образом, в приведенном примере сеть ДАП способна хранить и вос-
станавливать (при наличии любой из четырех составных частей) монохромное изображение 
5, е, которое в четыре раза превышает по размеру изображение 5, а. 

 
32 32×  

а) 

 
32 32×  

 
32 32×  

 
64 64×  

е) 

б) г) 

 
32 32×  

 
32 32×  

в) д) 

Рис. 5. Восстановление графических изображений сетями Хопфилда и модифицированной ДАП 
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На следующем примере рассмотрим обратную задачу. Имеется монохромное изображение 
размером 120 160× , требуется определить минимальный размер весовой матрицы Wn n× , способной 
к восстановлению указанного изображения с помощью предложенного метода по любой его из-
вестной части. Для этого необходимо провести ряд экспериментов, заключающихся в делении мо-
нохромного изображения (рис. 6, а) на k  одинаковых по размеру участков. Ниже приведены 15 
возможных способов деления, причем на рис. 6, б указан седьмой способ, т. е. 2 4× : 

1) 1 1 1× = ; 4) 2 2 4× = ; 7) 2 4 8× = ; 10) 3 5 15× = ; 13) 6 4 24× = ; 
2) 1 2 2× = ; 5) 1 5 5× = ; 8) 2 5 10× = ; 11) 4 4 16× = ; 14) 5 5 25× = ; 
3) 3 1 3× = ; 6) 3 2 6× = ; 9) 3 4 12× = ; 12) 4 5 20× = ; 15) 6 5 30× = . 

Затем полученные подобразы записываются по предложенному методу в сеть ДАП. 

а) б) 

Рис. 6. Пример записи и распознавания монохромного изображения 

На графике (рис. 7) отчетливо видна зависимость качества распознавания отдельных под-
образов от длины n входного вектора сети ДАП ( /n p k= , p=const − длина информационной 
последовательности). Из формулы (5) видно, что от числа n зависит максимально возможное 
число подобразов. Сплошной линией на графике указана относительная погрешность распозна-
вания kδ  при различных способах разбиения исходного изображения: 

1

1 ( , ) 100 %
k

k i i
i

h x x
n

δ
=

= ⋅∑ ,                                                        (9) 

где ( , )i ih x x  − расстояние Хемминга между эталонными ix  подобразами из обучающей вы-

борки и соответствующими подобразами ix , полученными в результате распознавания. Деле-
ние на n  необходимо для устранения влияния размера входного слоя на значение погрешности. 

 
Рис. 7. Экспериментальные данные различных способов записи монохромного изображения 
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Эксперименты на конкретном изображении (см. рис. 6, а) показали, что из-за сильной 
корреляции между подобразами с ростом числа k  пропорционально растет и относительная 
погрешность набора подобразов kδ . Это в конечном счете приводит к разрушению первона-
чального образа, т. е. образ полностью не восстанавливается. На рис. 6, б изображен пример, 
когда исходное изображение было поделено на восемь одинаковых по размеру частей и было 
восстановлено с ошибкой в 5%. Хотя, судя по графику, при 5k =  максимально возможным 
числом подобразов, которое можно записать в ДАП, является 50. 

Благодаря своей нейросетевой архитектуре предложенная модель памяти способна до-
бавлять новые и удалять старые образы. Это свойство достигается благодаря безытерационно-
му способу обучения ДАП [16, 17]. Например, из памяти обученной сети ДАП с весовой мат-
рицей Wn n×  требуется удалить информационный блок ix , тогда необходимо разорвать ассоциа-
тивную связь между последовательными блоками 1i i− ⇒x x  и 1i i+⇒x x  и создать новую ассо-
циативную пару 1 1i i− +⇒x x : 

T T T
1 1 1 1W Wn n n n i i i i i i× × − + + −′ = − ⊗ − ⊗ + ⊗x x x x x x .                                     (10) 

Для добавления в сеть ДАП после i-го участка нового информационного блока jx  необ-
ходимо воспользоваться следующей формулой: 

T T T
1 1W Wn n n n i i j i i j× × + +′′ = − ⊗ + ⊗ + ⊗x x x x x x .                                      (11) 

В результате для выполнения операций над определенным информационным блоком в 
предложенном методе организации памяти не требуется искать его расположение среди других 
блоков (представленных в виде списка), необходимо только создать новую или удалить старую 
ассоциативную связь. 

Заключение 

Предложена модификация нейронной сети ДАП, а также способ секционирования и за-
писи входных данных, позволяющие не только ассоциативно идентифицировать (распознавать) 
ранее запомненные образы, но и извлекать (восстанавливать) из памяти определенные последо-
вательности соответствующих ассоциативных пар. Описываемая итерационная модель нейро-
сетевой гетероассоциативной памяти способна эффективно оперировать большими объемами 
информации. Так, количество элементов информационной последовательности pL , состоящей 
из нулей и единиц, при фиксированном размере весовой матрицы синаптических связей Wn n×  
может достигать длины p k n= ⋅ , где n − размер входного слоя нейронной сети ДАП, а k − ко-
личество уникальных информационных блоков запоминаемого образа. 

Среди основных положительных свойств полученной модели памяти можно выделить 
реализацию поиска информации по ее содержанию и хранение информации в виде структури-
рованных последовательностей. Также можно отметить, что процесс выборки информации 
представляет собой динамический процесс, подобный процессам, протекающим в различных 
физических системах непрерывного действия. Недостатком предложенной модели памяти яв-
ляется ее небольшая емкость, связанная с ограниченной способностью сети ДАП. 

Благодаря итерационному методу записи и извлечения, а также распределенному методу 
хранения информации на множестве взаимодействующих нейроподобных элементов рассмат-
риваемая модель обладает сложной нелинейной динамикой, свойства которой еще предстоит 
изучить. 
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R.A. Prakapovich 

HETEROASSOCIATIVE NEURAL NETWORKS APPLICATION  
FOR DATA RECORDING AND RECOVERY 

The problem of an associative representation of the data is considered on an example of recur-
rent neural networks of Hopfield type. An original heteroassociative input data representing method is 
proposed, which is based on data splitting into equal parts, followed by sequential mapping of these 
parts into each other. The obtained neural network architecture is able for recording and associative 
recovery of large volumes of information. 
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ПОДАВЛЕНИЕ ЭФФЕКТА АКУСТИЧЕСКОЙ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ  
В СЛУХОВЫХ АППАРАТАХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ  

НЕРАВНОПОЛОСНОГО БАНКА ФИЛЬТРОВ 

Предлагается метод подавления эффекта акустической обратной связи, возникающего в слу-
ховых аппаратах. Метод основан на применении адаптивной фильтрации в частотных полосах сиг-
нала. Отличительной особенностью предлагаемого метода является то, что при его использовании 
не возникает дополнительной задержки в прямом пути распространения сигнала. За счет выполне-
ния декомпозиции сигнала на неравнополосные частотные составляющие метод обеспечивает более 
высокую скорость сходимости и более высокий уровень ослабления сигнала обратной связи по срав-
нению с широкополосной адаптивной фильтрацией. 

Введение 

Цифровые слуховые аппараты позволяют повысить разборчивость речи для людей с на-
рушением слуха за счет усиления полезного сигнала. Однако утечка сигнала из динамика слу-
хового аппарата в микрофон, называемая акустической обратной связью (АОС), значительно 
ограничивает максимальный коэффициент усиления, который может быть использован в слу-
ховом аппарате, при условии сохранения его устойчивости. АОС вызывает эффект завывания и 
значительно ухудшает качество звука, когда коэффициент усиления близок к максимальному. 
В ряде случаев максимального усиления недостаточно, чтобы компенсировать потерю слуха.  

Для уменьшения влияния АОС предложено несколько методов, использующих адаптив-
ные алгоритмы. Наибольшее распространение в практических реализациях слуховых аппаратов 
получили адаптивные алгоритмы на основе метода наименьших средних квадратов благодаря 
их простоте и малой вычислительной сложности [1]. Тем не менее эти алгоритмы не всегда по-
зволяют обеспечить достаточную устойчивость для широкополосного сигнала. Эффективным 
способом устранения данного недостатка является использование в системе подавления эффек-
та АОС банка фильтров. При помощи банка фильтров сигнал может быть расщеплен на субпо-
лосные составляющие, и процесс адаптации может выполняться отдельно в каждой субполосе. 
За счет этого достигается большая устойчивость системы, а также увеличивается скорость схо-
димости адаптивного алгоритма. Дополнительным преимуществом такого подхода является 
возможность уменьшения порядка адаптивных фильтров и сокращение вычислительной слож-
ности за счет децимации субполосных сигналов. 

В работе [2] предлагается выполнять субполосную декомпозицию сигнала с помощью 
банка фильтров WOLA (weighеd overlap-add) для улучшения производительности системы по-
давления эффекта АОС (рис. 1). На схеме индексы n  и m  используются для обозначения вре-
менных отсчетов исходного (широкополосного) сигнала и отсчетов субполосных сигналов со-
ответственно. Для обозначения векторных величин на схеме используются жирные линии. Из-
меняющаяся во времени функция )(mG  решает задачи компенсации потери слуха, подавления 
шума и компрессии динамического диапазона. Коэффициент сg  применяется для общего уси-
ления выходного уровня звука, он может изменяться пользователем слухового аппарата по-
средством регулятора громкости. 

Недостатком данного подхода является то, что банк фильтров вносит ощутимую задержку 
(порядка 16 мс) в прямой путь распространения сигнала между микрофоном и динамиком. Это 
нежелательно по нескольким причинам. Во-первых, при задержке более 10 мс возникает эффект 
гребенчатого фильтра (comb filter effect) [3], который воспринимается человеческим ухом как эхо 
и является результатом того, что звук, обработанный слуховым аппаратом, накладывается в 
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среднем ухе на необработанный звук. Во-вторых, собственный голос говорящего достигает улит-
ки внутреннего уха посредством костной звукопроводимости и через отверстие в слуховом аппа-
рате с минимальной задержкой, где взаимодействует с задержанным и усиленным сигналом от 
слухового аппарата, что вызывает эффект окрашивания звука (coloration effect) [4]. 

 

Рис. 1. Схема подавления АОС с использованием банка фильтров 
(БФА – банк фильтров анализа, БФС – банк фильтров синтеза) 

Отсутствие дополнительной задержки в прямом пути можно обеспечить за счет парал-
лельного включения системы подавления эффекта АОС (рис. 2). Однако данная система не по-
зволяет выполнять адаптивную фильтрацию в субполосах сигнала [ ]s n , поскольку в этом слу-
чае в сигнал компенсации ˆ[ ]y n  будет внесена задержка, обусловленная банками анали-
за/синтеза.  

 

Рис. 2. Система подавления АОС, не вносящая задержки в прямой путь распространения сигнала 

В настоящей работе предлагается метод субполосного подавления эффекта АОС, кото-
рый не вносит дополнительной задержки в прямой путь распространения сигнала в слуховом 
аппарате. Работа опирается на последние результаты в области адаптивной фильтрации, кото-
рые показывают, что неравнополосные адаптивные структуры в ряде случаев превосходят рав-
нополосные по таким параметрам, как скорость сходимости и/или модельная ошибка, благода-
ря их повышенной гибкости [5]. В отличие от [2] для субполосной декомпозиции сигнала в ра-
боте используется передискретизированный неравнополосный косинусно-модулированный 
банк фильтров (КМБФ) [6]. 

1. Субполосное подавление эффекта акустической обратной связи 

1.1. Устранение задержки банков фильтров анализа/синтеза 
Основная идея предлагаемого подхода заключается в том, чтобы устранить задержку, 

вносимую в компенсирующий сигнал ˆ[ ]y n  банками фильтров, за счет добавления в адаптивный 
фильтр функции предсказания. Данный подход оправдан, поскольку эффект АОС приводит к 
появлению периодической помехи на определенной частоте, а, как известно, детерминирован-
ные (периодические) сигналы предсказываются с высокой точностью. 
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Рассмотрим алгоритм адаптивной фильтрации на основе метода наименьших средних 

квадратов. Пусть ( )S z  – это z-образ входного сигнала, а ( )D z  – z-образ обучающего сигнала, 
появляющегося на выходе линейной системы с передаточной функцией ( )W z , тогда в резуль-
тате работы адаптивного алгоритма находится оценка передаточной функции ˆ ( )W z . Если за-
держать входной сигнал на r  отсчетов, то оцениваемая система будет выполнять функцию ли-
нейного предсказания на r  отсчетов, а оценка передаточной функция примет вид ˆ ( )rz W z . До-
пустим, что банк фильтров синтеза вносит задержку в компенсирующий сигнал, равную r  от-
счетам, тогда входной и обучающий сигналы можно синхронизировать, используя фильтр с 
передаточной функцией ˆ ( )rz W z  (рис. 3). 

S(z)
W(z)

E(z)

z-r

D(z)

zr Ŵ(z)

z-r

zr Ŵ(z)

 

Рис. 3. Устранение задержки при помощи адаптивной фильтрации 
(широкой стрелкой показана операция копирования коэффициентов адаптивного фильтра) 

Используя изложенный выше принцип устранения задержки, предложим следующую 
схему субполосного подавления эффекта АОС (рис. 4). 

 

Рис. 4. Схема субполосного подавления акустической обратной связи  
на основе неравнополосного КМБФ  
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При помощи банков фильтров анализа выполняется расщепление сигналов [ ]d n  и [ ]s n  на 

M  спектральных компонент. Поскольку спектры сигналов внутри каналов занимают более узкие 
полосы частот, выполняется переход на более низкую частоту дискретизации. В банке фильтров 
синтеза исходная частота дискретизации восстанавливается. В каждом канале банка фильтров 
оценивается свой вектор коэффициентов адаптивного фильтра (на схеме соответствующие векто-
ры обозначены 0w ,…, 1M −w ). Банки фильтров вносят следующие задержки: da  – задержка в 
банке фильтров анализа; ds  – задержка в банке фильтров синтеза. С помощью изложенного вы-
ше принципа для синхронизации желаемого сигнала [ ]d n  с входным [ ]s n  применяются допол-
нительные элементы задержки. 

1.2. Адаптивная фильтрация субполосных сигналов 
Особенность алгоритма адаптивной фильтрации, используемого в системе подавления 

эффекта АОС, заключается в том, что обновление коэффициентов фильтров и сама фильтрация 
происходят раздельно: в блоке обновления коэффициентов и блоке адаптивной фильтрации. 
В каждом канале оценивается свой набор коэффициентов адаптивного фильтра. Процедура 
оценки одинакова для всех каналов и отличается лишь значениями параметров, таких как поря-
док фильтра, коэффициент потерь и шаг адаптации. В блоке обновления коэффициентов ис-
пользуется стандартный алгоритм наименьших квадратов (для упрощения записи индекс номе-
ра канала опущен): 

1. Каждому коэффициенту фильтра [ ]w l , 0,1,..., 1l L= − , присваивается нулевое значение, 
L  – порядок адаптивного фильтра. 

2. Вычисляется выходной отсчет фильтра: 1

0
ˆ[ ] [ ] [ ]L

l
y m w l s m l−

=
= −∑ , где m – номер текуще-

го отсчета входного сигнала, [ ]s m  – входной сигнал. 
3. Вычисляется оценка ошибки: ˆ[ ] [ ] [ ]e m d m y m= − , где [ ]d m  – желаемый сигнал. 
4. Обновляются весовые коэффициенты: [ ] [ ] 2 [ ] [ ]w l w l e m x m l= δ + μ − , где 0 1< δ <  – ко-

эффициент потерь. Параметр μ  представляет собой шаг адаптации алгоритма. Увеличивается 
номер текущего отсчета: 1m m= + . Алгоритм переходит к шагу 2.  

В блоке адаптивной фильтрации выполняется только второй шаг алгоритма, а коэффици-
енты [ ]w l  копируются из блока обновления коэффициентов. 

На рис. 5 показаны сигнал на входе слухового аппарата и выходные сигналы широкопо-
лосной и субполосной систем подавления эффекта АОС. Из приведенных графиков можно сде-
лать вывод, что субполосная система имеет более высокую скорость сходимости и нежелатель-
ные осцилляции в выходном сигнале значительно меньше, чем в случае использования широ-
кополосной системы подавления эффекта АОС. 

 
Рис. 5. Качественное сравнение широкополосной и субполосной систем подавления эффекта АОС 

1.3. Неравнополосный косинусно-модулированный банк фильтров 
В системе подавления эффекта АОС используется неравнополосный банк фильтров, ши-

рина полос которого адаптирована к разрешающей способности слухового восприятия. Исходя 
из того, что слуховая система человека более чувствительна к изменениям сигнала в области 
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нижних частот, банк фильтров должен обладать следующим свойством: ширина полос пропус-
кания должна возрастать с увеличением частоты. 

 

Рис. 6. Полифазная реализация неравнополосного КМБФ 

В предложенной системе используется неравнополосный КМБФ [6], поскольку он обла-
дает необходимой конфигурацией полос (рис. 7, а). Основой данного банка служит равнопо-
лосный КМБФ, импульсные характеристики фильтров анализа ( [ ]kh n ) и синтеза ( [ ]kf n ) кото-
рого получаются за счет косинусной модуляции фильтра-прототипа: 

( 1 2) 1[ ] 2 [ ]cos ( 1)
2 4

k
k

k Nh n h n n
M

⎛ ⎞π + − π⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

; 

( 1 2) 1[ ] 2 [ ]cos ( 1)
2 4

k
k

k Nf n h n n
M

⎛ ⎞π + − π⎛ ⎞= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

, 

где N  – порядок фильтра-прототипа; 1,,0 −= Mk …  – номер канала; 1,,0 −= Nn … ; ][nh  – 
коэффициенты фильтра-прототипа. Важной особенностью КМБФ является то, что для него 
разработаны эффективные схемы реализации, основанные на полифазном представлении 
фильтра-прототипа [7]. Для получения неравнополосной версии КМБФ необходимо выполнить 
замену всех элементов задержки в его полифазной структуре на фазовые звенья: 

)(1 zAz →− .                                                                   (1) 

В настоящей работе применялись фазовые звенья первого порядка с действительными 
коэффициентами ( 1α ≤ ): 

1

1( ) ,
1

zA z
z

−

−

α +
=

+α
 ( )( )j jA e eω ϕ ω= , ( )( )( ) 2arctg sin / cos 1ϕ ω = −ω+ α ω α ω− . 
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Замена (1) приводит к отображению оси частот ( )ω ϕ ω6 , что позволяет получить не-

равнополосный банк фильтров. На рис. 6 показана полифазная структура неравнополосного 
КМБФ. Через С  обозначен блок косинусной модуляции, который может быть реализован с 
использованием дискретного косинусного преобразования четвертого типа, для которого раз-
работан ряд быстрых алгоритмов [8]. 

Для использования в субполосной системе подавления эффекта АОС (см. рис. 4) был рас-
считан 8-канальный передискретизированный неравнополосный КМБФ по методу [9]. Для того 
чтобы система анализ/синтез неравнополосного КМБФ имела близкую к линейной фазо-
частотную характеристику, ее выход должен быть пропущен через фильтр-корректор (на рис. 6 
данный фильтр обозначен через )(С z ). Методика расчета корректора описана в работе [10]. 
На рис. 7, а, б изображены амплитудно-частотные характеристики (АЧХ) полученного банка 
фильтров, а его групповая задержка – на рис. 7, в. Коэффициенты децимации/интерполяции 
неравнополосного КМБФ имеют значения { }19, 9, 6, 4, 2, 1, 1, 1kS = . 

а) б) 

 

в) 

Рис. 7. Характеристики неравнополосного КМБФ: а) АЧХ банка фильтров анализа; б) АЧХ системы анализа/синтеза 
банка фильтров; в) групповая задержка системы анализа/синтеза банка фильтров 

2. Оценка эффективности подавления сигнала АОС 

2.1. Модель канала акустической обратной связи 
Главный параметр, который влияет на акустическую обратную связь, – расстояние между 

динамиком и микрофоном слухового аппарата. Чем это расстояние меньше, тем больше будет 
эффект, вызываемый обратной связью. По этой причине слуховые аппараты категорий ITE 
(in-the-ear) и ITC (in-the-canal), у которых данное расстояние минимально, больше всего под-
вержены влиянию обратной связи. Эмпирические исследования демонстрируют, что частотные 
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характеристики каналов АОС различных слуховых аппаратов имеют много общих черт. В ра-
боте [11] показано, что канал АОС может быть смоделирован передаточной функцией 

*
1 2 2

* *
1 1 2 2

( )( )( )( ) ,
( )( )( )( )

sT
FP

s z s z s zH s Ke
s p s p s p s p

− − − −
=

− − − −
                                       (2) 

где K  – коэффициент усиления; T  – задержка распространения сигнала в ушном канале между 
динамиком и микрофоном; 1 2 1 2, , ,z z p p  – параметры, определяющие канал АОС; s j= σ + ω  – 
комплексная переменная. 

Для моделирования канала АОС слухового аппарата (типа ITE) использовались следую-
щие параметры модели (2) [2]: 1K = ; 3,8T =  мс; 1 1500000z = ; 2 40000 31400z j= − + ; 

1 5000 22600p j= − + ; 2 500 37700p j= − + . На рис. 8 изображены частотные характеристики 
моделируемого канала АОС. 

а) б) 

Рис. 8. Характеристики канала АОС: а) АЧХ; б) групповая задержка  

2.2. Применяемые оценки 
Для того чтобы оценить производительность системы подавления АОС, воспользуемся 

объективным параметром SegSNR (segmented signal-to-noise ratio – сегментированное отноше-
ние сигнал-шум), который определяется как среднее значение отношения сигнал-шум каждого 
выходного блока сигнала слухового аппарата: 

∑
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

B

m
m

noise

m
signal

P
P

B
SegSNR

1
)(

)(

10log101 , 

где B  – число фреймов сигнала; )(m
signalP  – мощность сигнала на m-м фрейме; )(m

noiseP  – мощность 
шума на m-м фрейме. В экспериментах размер фрейма выбирался равным 30 мс. Полезный сиг-
нал получен как выход слухового аппарата в условиях отсутствия АОС. Шум оценивался как 
разность между полезным сигналом и выходом слухового аппарата с работающей системой 
подавления эффекта АОС. 

Для перцептуальной оценки качества выходного сигнала использовалась оценка PESQ 
(perceptual evaluation of speech quality) [12]. PESQ является объективным критерием качества 
канала связи, использующим разницу между спектрами громкости опорного и тестового сигна-
лов для вычисления перцептуального качества тестового сигнала. Оценка PESQ колеблется в 
пределах от –0,5 до 4,5. Наивысшая оценка показывает, что тестовый сигнал не содержит слы-
шимых искажений и практически идентичен опорному. Оценки 4, 3 и 2 можно интерпретиро-
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вать как качество «хорошее», «немного раздражающее», «раздражающее». Оценка между –0,5 
и 1 свидетельствует о наличии неприемлемо большого количества шума и искажений в тесто-
вом сигнале [4]. В качестве опорного сигнала в данном случае выступает выходной сигнал слу-
хового аппарата в условиях отсутствия АОС, а в качестве тестового – сигнал реального СА, в 
котором присутствует АОС и активна система подавления. 

Измерение разборчивости производилось по методу SII (speech intelligibility index), кото-
рый основан на вычислении индекса артикуляции. В соответствии с методикой [13] весь час-
тотный диапазон речевого сигнала разделяется на 18 полос, в пределах которых определяется 
отношение сигнала к шуму. Сигнал делится на полосы такой ширины, чтобы вклад каждой по-
лосы в результирующую разборчивость был одинаковый (полосы одинаковой разборчивости). 
В каждой полосе отношение сигнал-шум рассчитывается, определенным образом взвешивается 
и используется для вычисления коэффициента SII, который может изменяться в пределах от 0 
до 1. Значения индекса принято интерпретировать следующим образом [13]: 

ниже 0,3 – плохая разборчивость;  
от 0,3 до 0,5 – удовлетворительная разборчивость;  
от 0,5 до 0,7 – хорошая разборчивость;  
выше 0,7 – очень хорошая разборчивость. 
Для моделирования прямого канала, т. е. обработки сигнала в СА, выбрана усредненная 

АЧХ (рис. 9), которая компенсирует типичное повреждение слуховой системы. Наибольшие 
потери происходят в районе 1,5 кГц, т. е. в том диапазоне частот, где речь имеет наибольшую 
информативность. Усиление выходного сигнала в СА регулируется при помощи коэффици-
ента сg . 

 

Рис. 9. Модель частотной характеристики слухового аппарата ( сg  = 46,5 дБ) 

2.3. Результаты экспериментов 
Оценка производительности системы подавления эффекта АОС производилась на рече-

вом сигнале длительностью 4,5 с с частотой дискретизации 16 кГц. Сравнивались системы со 
следующими конфигурациями: без подавления АОС, широкополосная система подавления эф-
фекта АОС (см. рис. 2), субполосная система подавления эффекта АОС (см. рис. 4). Экспери-
менты проводились для различных порядков адаптивных фильтров ( =L 64, 128, 256 и 512). 
Порядок субполосных адаптивных фильтров kL  в зависимости от L  рассчитывался по сле-
дующему правилу: 

⎥
⎦

⎥
⎢
⎣

⎢
=

k
k S

LL , 

где kS  – коэффициент децимации/интерполяции в k-м канале, а оператор ⎣ ⎦a  обозначает наи-
большее целое число, меньшее a. Работа систем проверялась для различных значений коэффи-
циента усиления сg . В частности, рассматривались случаи }5,49;5,48;5,47;5,46;5,45{=сg  дБ.  
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В табл. 1–3 приведены основные результаты экспериментов (отметка НС в таблицах оз-

начает, что система нестабильна). 

Таблица 1 
Значения показателя SegSNR при различных коэффициентах усиления сg  и длине адаптивного фильтра L  

Коэффициент 
усиления сg , дБ 

Без 
подавления 

АОС 

Широкополосная система 
подавления эффекта АОС 

Субполосная система 
подавления эффекта АОС 

64 128 256 512 64 128 256 512 
45,5 4,064 4,500 4,440 4,445 4,394 5,059 5,027 4,966 4,712 
46,5 0,340 2,087 2,049 2,099 2,032 3,306 3,306 3,240 2,893 
47,5 НС –1,468 –1,611 –1,387 –1,667 0,922 0,862 0,641 –0,232
48,5 – НС НС НС НС –2,497 –2,865 –4,038 НС 
49,5 – – – – – НС НС НС – 

Таблица 2 
Значения PESQ при различных коэффициентах усиления сg  и длине адаптивного фильтра L  

Коэффициент 
усиления сg , дБ 

Без 
подавления 

АОС 

Широкополосная система 
подавления эффекта АОС 

Субполосная система 
подавления эффекта АОС 

64 128 256 512 64 128 256 512 
45,5 3,227 3,269 3,269 3,270 3,265 3,301 3,295 3,290 3,284 
46,5 2,897 3,006 3,005 3,013 3,004 3,110 3,098 3,087 3,049 
47,5 НС 2,623 2,623 2,663 2,668 2,868 2,860 2,844 2,780 
48,5 – НС НС НС НС 2,133 2,161 2,263 НС 
49,5 – – – – – НС НС НС – 

Таблица 3 
Значения показателя SII при различных коэффициентах усиления сg  и длине адаптивного фильтра L  

Коэффициент 
усиления сg , дБ 

Без 
подавления 

АОС 

Широкополосная система 
подавления эффекта АОС 

Субполосная система 
подавления эффекта АОС 

64 128 256 512 64 128 256 512 
45,5 0,549 0,550 0,551 0,552 0,551 0,555 0,555 0,554 0,553 
46,5 0,498 0,517 0,518 0,518 0,517 0,527 0,527 0,525 0,523 
47,5 НС 0,456 0,455 0,458 0,452 0,486 0,485 0,481 0,469 
48,5 – НС НС НС НС 0,395 0,390 0,372 НС 
49,5 – – – – – НС НС НС – 

Результаты показывают, что применение субполосной техники адаптивной фильтрации 
позволяет более эффективно бороться с эффектом АОС. По отношению сигнал-шум 
(см. табл. 1) субполосная система при больших коэффициентах усиления дает выигрыш поряд-
ка 1–2,5 дБ. Преимущества субполосной системы подавления выявляют как показатели перцеп-
туального качества речи (PESQ), так и показатели индекса разборчивости речи (SII). Необхо-
димо отметить и тот факт, что адаптивная система работает тем лучше, чем ближе порядок 
адаптивного фильтра к реальной длине канала АОС. 

На рис. 10 показаны результаты работы системы на основе широкополосного подав-
ления эффекта АОС и системы на основе субполосного подавления (для значений парамет-
ров 47,5сg =  дБ, 64L = ). Из приведенных спектрограмм видно, что скорость сходимости 
субполосной системы значительно выше, за счет чего уменьшается общий эффект от воз-
действия АОС. Предложенная система характеризуется повышенным порогом устойчиво-
сти и позволяет использовать более высокие коэффициенты усиления для обработки сигна-
ла в прямом канале. 
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а) б) 

Рис. 10. Спектрограмма сигнала, обработанного системой подавления АОС: 
а) широкополосная система; б) субполосная система  

Заключение 

Предложенная субполосная система подавления акустической обратной связи для слухо-
вых аппаратов, основанная на использовании передискретизированного неравнополосного 
КМБФ, не вносит дополнительной задержки в прямой путь распространения сигнала в слуховом 
аппарате. За счет разбиения сигнала на субполосы происходит более быстрая адаптация и более 
точная оценка компенсирующего сигнала обратной связи. Полученные значения таких объектив-
ных показателей, как отношение сигнал-шум, перцептуальное качество канала связи, а также ин-
декс разборчивости показывают, что предложенный подход позволяет значительно улучшить 
качество выходного речевого сигнала в слуховом аппарате.  
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ACOUSTIC FEEDBACK CANCELLATION IN HEARING AID  
USING NONUNIFORM FILTER BANK 

A method of acoustic feedback prevention for hearing aid has been proposed. The method is 
based on the subband adaptive filtering. The main distinguishing feature of the method is that no delay 
is added into the forward path of the hearing aid. Due to the non-uniform subband signal decompo-
sition the method provides higher convergence rate and higher suppression level than the full band 
adaptive filtering. 
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ПО ТЕКСТУ НА МОБИЛЬНЫХ УСТРОЙСТВАХ 

Описываются исследования, направленные на выявление закономерностей расстановки 
ударений в словах русского языка. Предлагается алгоритм расстановки словесных ударений в про-
извольных текстах. Тестирование полученных результатов показывает, что с использованием 
разработанных правил точность расстановки словесных ударений уменьшается всего на 1,4 % при 
уменьшении объема грамматического словаря в восемь раз. Такое уменьшение объема позволяет 
использовать словарь в системе синтеза речи для мобильных устройств, характеризующихся ма-
лым объемом памяти. 

Введение 

Системы синтеза речи по тексту к настоящему моменту достигли высокого качества как 
по критериям разборчивости и естественности синтезируемого голоса, так и по техническим 
характеристикам, что способствует их широкому применению в центрах обработки вызовов, 
при управлении сложными объектами, для создания аудиокниг и т. д. Широкое распростране-
ние может получить использование систем синтеза речи на мобильных устройствах, таких как 
карманные персональные компьютеры, смартфоны, мобильные телефоны. Примерами прило-
жений могут служить озвучивание SMS-сообщений [1] и указаний автомобильной навигацион-
ной системы [2], чтение писем электронной почты [3].  

Большинство современных систем синтеза речи для мобильных устройств, например 
Acapela TTS for Windows Mobile [4], Nuance TALKS [5], Mobile Speak [6] и др., работают на 
смартфонах под управлением операционных систем Windows Mobile или Symbian. Однако 
смартфоны, на которых возможна работа этих систем синтеза речи, составляют, по различным 
подсчетам, только 10–15 % рынка мобильных телефонов [7, 8]. 

Основная масса мобильных аппаратов, используемых в настоящее время, характеризует-
ся низким быстродействием и относительно небольшим объемом памяти. В то же время совре-
менные системы синтеза речи требуют большого объема памяти для хранения лингвистических 
и акустических ресурсов, что не позволяет напрямую «перенести» существующие системы на 
мобильные платформы. При этом одним из основных информационных ресурсов системы син-
теза речи является грамматический словарь, который используется для определения словесного 
ударения и лексико-грамматических характеристик слов входного текста. Объем электронного 
грамматического словаря достигает 50 МБ [9]. 

Целью исследований, описанных в настоящей статье, является выявление закономерно-
стей расстановки словесного ударения с целью уменьшения объема словаря. Подобные иссле-
дования проводились и ранее. Например, в работе [10] приводятся эвристические правила оп-
ределения словесного ударения, основанные на морфологических признаках слов. Однако при-
водимые правила выполняются далеко не всегда, их использование требует корректировки и 
уточнения. В работе [11] описан вероятностный метод определения позиции словесного ударе-
ния, учитывающий стандартные префиксы и словоизменительные окончания русского языка. 
Этот метод требует нахождения возможных грамматических характеристик и части речи слова 
для определения в нем позиции ударения. Он показывает более точные результаты, чем преды-
дущий, однако не может быть применен на мобильных устройствах, поскольку необходимость 
нахождения морфологических и грамматических характеристик слов потребует либо большого 
объема памяти, либо больших вычислительных ресурсов, что практически нивелирует пре-
имущества автоматической расстановки позиции словесного ударения. В настоящей статье 
описан метод определения словесного ударения, основанный на эвристических и статистиче-
ских правилах.  
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1. Расстановка ударений в словаре 

Исследования проводились в два этапа. На первом этапе проверялись и корректировались 
эвристические правила расстановки словесных ударений, на втором – выявлялись статистиче-
ские правила расстановки ударений. 

Набор эвристически выявленных закономерностей включает 47 правил (содержащих 171 под-
правило), которые формулируются, например, так: «Если слово заканчивается на «-льон-» (плюс 
окончание), то ударение падает на этот слог» или «В словах, содержащих суффиксы «-оват-»,  
«-еват-», ударение падает на вторую гласную суффикса».  

В качестве материала для исследований был взят грамматический словарь А.А. Зализ-
няка [12]. Словарь содержит около 100 000 слов и отражает (с помощью специальной систе-
мы условных обозначений) современное словоизменение, т. е. склонение существительных, 
прилагательных, местоимений, числительных и спряжение глаголов. Для исследования была 
использована электронная версия словаря [9], в котором для каждого слова указана позиция 
ударения. Словарь был сформирован путем построения парадигм всех слов и последующего 
удаления дубликатов. С целью исключения неоднозначной интерпретации из словаря были 
удалены омографы, а также клитики и частично-ударные слова. Объем полученного словаря 
составил 2 070 816 уникальных слов. 

Эвристические правила были запрограммированы, затем для каждого правила было вы-
явлено количество слов в словаре, удовлетворяющих ему, а также количество слов, для кото-
рых данное правило не выполняется. Если правило выполнялось менее чем в 80 % случаев, оно 
исключалось из дальнейшего рассмотрения. В результате было оставлено 41 правило, содер-
жащее 125 подправил. 

Далее были выявлены и удалены правила, полностью и почти полностью поглощаемые 
другими. Например, исследования показали, что правилу «Если слово заканчивается на  
«-ованн-» плюс окончание, то ударение падает на первую гласную подстроки» удовлетворяют 
10 812 слов, из которых 10 786 удовлетворяют правилу «Если слово заканчивается на подстро-
ку «-иров-» плюс окончание и перед подстрокой в слове стоит по меньшей мере один слог, то 
ударение падает на первую гласную подстроки». Второму из правил удовлетворяет 46 451 сло-
во. Таким образом, первое правило почти полностью поглощается вторым, но не наоборот. 
В результате удаления поглощаемых правил осталось 36 правил, содержащих 98 подправил.  

В ходе исследований было выявлено, что некоторые слова удовлетворяют условиям двух 
правил, но при этом позиция ударения в них соответствует одному из правил, но не соответст-
вует другому. Например, слово «биологи» удовлетворяет условиям следующих двух правил, но 
только первое из них выполняется: «Если слово заканчивается на подстроку «-олог» плюс 
окончание, то ударение падает на первую гласную подстроки» и «В словах, заканчивающихся 
на подстроку «-логи-» плюс окончание, ударение падает на первую гласную подстроки». Для 
того чтобы результирующим правилам удовлетворяло максимально возможное число слов, для 
каждого правила был определен приоритет. При этом из двух правил менее приоритетным счи-
талось то, большее количество исключений из которого удовлетворяет другому правилу. Если 
же исключения из правила не удовлетворяют ни одному другому правилу, то оно имеет наи-
высший приоритет. 

После такого рода уточнения и корректировки эвристических правил была вычислена 
статистика выполнения этих правил на материале словаря. В итоге было установлено, что из 
2 070 816 слов эвристическим правилам удовлетворяют 786 179 слов, или 38 % объема словаря. 
Данные слова были удалены из словаря, в результате чего его объем составил 1 284 637 слов. 

На следующем этапе исследований выявлялись, как уже было сказано выше, статистиче-
ские характеристики позиций ударения в словах. Для этого все слова были разбиты на классы в 
зависимости от количества слогов в них, т. е. образовался класс двусложных, трехсложных и 
т. д. слов (максимальное количество слогов в словах равнялось 11). Далее для каждого класса 
вычислялось количество слов, в которых ударение падает на первый слог, второй слог и т. д. 
вплоть до числа слогов в данном классе. Результаты вычислений представлены в таблице, где 
каждая строка характеризует определенный класс (т. е. слова с определенным количеством сло-
гов), каждый столбец – количество слов из этого класса, в которых ударение падает на первый, 
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второй и т. д. слог. Например, общее количество трехсложных слов в словаре равно 235 525. 
Из них, как видно из третьей строки таблицы, количество слов с ударением на первый слог – 
58 371, с ударением на второй слог – 126 305 и с ударением на третий слог – 50 849. 

Статистика распределения позиций ударения в зависимости от количества слогов в слове 

Кол-во 
слогов 
слова 

Количество слов, в которых ударение падает на слог с номером 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

2 34272 25158 – – – – – – – – – 
3 58371 126305 50849 – – – – – – – – 
4 46585 141078 165881 14241 – – – – – – – 
5 22939 80725 156218 44445 2675 – – – – – – 
6 4576 22363 86140 44435 7541 422 – – – – – 
7 415 2062 18383 22862 8121 1140 34 – – – – 
8 20 71 896 4109 4441 1165 111 0 – – – 
9 8 0 0 171 923 613 110 1 0 – – 

10 0 0 0 15 17 91 52 5 0 0 – 
11 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

На основании полученных результатов было сформулировано следующее правило: удар-
ным слогом в слове из n слогов принимается тот, на который чаще всего падало ударение в ис-
следуемых словах. Например, в трехсложных словах, согласно этому правилу, ударным прини-
мается второй слог, в четырехсложных словах – третий слог и т. д. Можно утверждать, что в 
общем случае ударение падает на серединный или следующий за ним слог слова. 

Все слова, ударения в которых соответствуют сформулированному правилу, были удале-
ны из словаря. Общее количество удаленных слов равнялось 531 867, или 41,4 %. 

В результате выявления и использования эвристических и статистических правил объем 
словаря был уменьшен на 64 % и составил 752 770 слов. 

2. Расстановка ударений и частоты встречаемости слов в корпусе текстов  

Результаты, полученные на основе словаря, могут оказаться не совсем объективными, 
поскольку не все слова, встречающиеся в текстах на естественном языке, присутствуют в сло-
варе. Для получения более объективных результатов, а также для проверки точности эвристи-
ческих правил необходимо провести исследования на корпусе текстов, причем в корпусе долж-
ны быть указаны словесные ударения.  

Кроме того, корпус текстов можно использовать для дальнейшего уменьшения содержи-
мого словаря, а именно для удаления из него редко встречающихся (или вообще неупотреби-
мых) слов. К таким словам относятся, в частности, словоформы, образование которых затруд-
нительно (некоторые краткие прилагательные, например «деревенск», «геройск», «величайш»; 
некоторые существительные в родительном падеже множественного числа, например «мечт», 
«брюзг», «башок»; некоторые страдательные причастия и т. п.), а также устаревшие слова (на-
пример «уповать», «дабы» и т. п.). Корпус текстов, используемый для удаления из словаря не-
употребимых слов, должен содержать максимальное количество словоформ, но не обязательно 
должен иметь, в отличие от первого корпуса, указатели словесных ударений.  

Для решения второй задачи использовался Национальный корпус русского языка 
(НКРЯ) [13], который характеризуется представительностью и содержит художественные, пуб-
лицистические, учебные, научные, деловые, разговорные, диалектные и другие тексты общим 
объемом более 190 млн словоупотреблений. Для решения первой задачи использовался под-
корпус НКРЯ со снятой омонимией (и с указанными позициями словесных ударений) объемом 
около 6 млн словоупотреблений. 

Проверка точности эвристических правил осуществлялась путем выполнения запросов к 
подкорпусу НКРЯ и обработки полученных наборов слов. Результат проверки представлен на 
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рис. 1, где по оси абсцисс показаны номера правил и подправил, расположенные по приоритету, 
по оси ординат – количество слов, позиция ударения в которых соответствует данному правилу. 

 
Рис. 1. Статистические характеристики выполнения эвристических правил в корпусе текстов 

Как видно из рис. 1, для 20 правил из 98 количество слов, удовлетворяющих этим прави-
лам, не превышает 80 %. Условия данных правил были уточнены, после чего были заново вы-
числены статистические показатели выполнения всех правил. Для трех правил процент выпол-
нения не превысил 80, и эти правила были удалены. 

При проверке точности эвристических правил в НКРЯ было найдено 5 295 слов (более 
11 300 словоупотреблений с учетом частоты встречаемости слов), отсутствующих в словаре. 
Из них 940 слов (2 193 словоупотребления) явились исключениями из правил, и в них были не-
правильно определены позиции ударений. Однако в процентном соотношении количество 
ошибок составило 1,8 % от всех проверяемых слов (или 1 % с учетом частоты встречаемости 
этих слов). Таким образом, точность эвристических правил с учетом частоты встречаемости 
слов достигает 99 %. 

Для определения неупотребимых слов была вычислена частота встречаемости слов сло-
варя в НКРЯ (рис. 2). 

 
Рис. 2. Результаты вычисления частоты встречаемости слов словаря в НКРЯ 
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Ни разу не встретившиеся слова 

Слова, встретившиеся от 1 до 10 раз 

Слова, встретившиеся от 11 до 100 раз 

Слова, встретившиеся от 101 до 1000 раз 

Слова, встретившиеся более 1000 раз 
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Вычисления показали, что из 752 770 слов словаря 486 627 слов ни разу не встретились в 

НКРЯ. Следовательно, они могут быть удалены из словаря. Результирующий объем словаря 
составил 266 143 слова, или 12 % от исходного объема. 

3. Алгоритм определения словесного ударения 

На основании результатов исследований был разработан алгоритм определения позиции 
ударения в произвольном слове. Он состоит из трех этапов: поиск по словарю, поиск по эври-
стическим правилам, поиск по статистическим правилам. Если на каком-то этапе позиция уда-
рения определена, поиск прекращается. 

Входные данные алгоритма: произвольное слово, в котором необходимо определить по-
зицию ударения. 

Ресурсы алгоритма: 
– грамматический словарь с указанием словесных ударений; 
– набор эвристических и статистических правил определения позиции ударения. 
Выходные данные: слово с указанной позицией ударения. 
Структура алгоритма: 
Шаг 1. Осуществляется поиск входного слова в словаре. Если слово найдено, в нем уста-

навливается ударение согласно отмеченному в словаре и происходит переход к шагу 5. 
Шаг 2. Для каждого i от 1 до n , где n – количество эвристических правил, 
{ 
если слово удовлетворяет условию i-го правила,  
то ударение устанавливается согласно i-му правилу и  
происходит переход к шагу 5. 

} 
Шаг 3. Вычисляется количество слогов в слове j. 
Шаг 4. Ударение устанавливается согласно статистическому правилу для слов, имеющих 

j слогов. 
Шаг 5. Конец алгоритма. 

4. Тестирование точности алгоритма определения позиции ударения 

Тестирование проводилось на части НКРЯ, предоставляемой для свободного использова-
ния. Эта часть является случайной выборкой предложений из корпуса со снятой омонимией 
(с указанными позициями ударений) объемом 180 тысяч словоупотреблений. 

Из текстов подкорпуса были предварительно удалены омографы, цифры, символы, не яв-
ляющиеся буквами русского алфавита, и ошибочные слова (без указанных позиций ударений). 

Тестировалась корректность алгоритма определения позиций ударения с использованием 
исходного словаря (объемом более 2 млн словоформ) и сокращенного словаря (объемом немно-
гим более 266 тыс. словоформ). 

Результаты тестирования для слов и словоупотреблений в подкорпусе представлены на 
рис. 2 и 3 соответственно. По оси абсцисс на рисунках цифрами 1, 2, 3 показаны этапы выпол-
нения алгоритма: 1 – поиск в словаре, 2 – определение позиции ударения в соответствии с эв-
ристическими правилами, 3 – определение позиции ударения в соответствии со статистически-
ми правилами. Для каждого этапа показано процентное соотношение слов (на рис. 2) или сло-
воупотреблений (на рис. 3), для которых на этом этапе была правильно либо ошибочно опреде-
лена позиция ударения. Доли правильно определенных ударений показаны светло-серым цве-
том, доли ошибочно определенных – черным. Например, на рис. 2, а показано, что на этапе 1 
(поиск в словаре) были правильно определены позиции ударения для 93,4 % слов подкорпуса. 
На этапе 2 (применение эвристических правил) были правильно определены ударения в 1,8 % 
слов подкорпуса и ошибочно – в 0,2 % слов. На этапе 3 (применение статистических правил) из 
оставшихся 4,6 % слов для половины (2,3 %) позиции ударения были определены правильно и 
для половины – ошибочно.  
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а) б) 

Рис. 2. Точность определения позиции ударения для слов подкорпуса 
 с использованием: а) полного словаря; б) сокращенного 

а) б) 

Рис. 3. Точность определения позиции ударения для словоупотреблений подкорпуса  
с использованием: а) полного словаря; б) сокращенного 

Из рисунков видно, что в полном словаре можно найти более чем в два раза больше слов 
(и почти в три раза больше словоупотреблений), чем в сокращенном. Эвристические правила 
могут быть применены к 2 % слов (или 4,7 % словоупотреблений), оставшихся после поиска в 
полном словаре, в то время как среди слов, оставшихся после поиска в сокращенном словаре, 
28,3 % (31,9 % словоупотреблений) удовлетворяют условиям эвристических правил. Процент 
правильно определенных ударений с использованием эвристических правил довольно высок 
как в случае использования полного, так и в случае использования сокращенного словарей. Ри-
сунки также показывают, что применение статистических правил дает удовлетворительные ре-
зультаты: в 23,2 % слов (33,4 % словоупотреблений) ударения определены правильно и только 
в 3,6 % слов (3,8 % словоупотреблений) – ошибочно при использовании на предыдущих этапах 
сокращенного словаря.  

Рисунки также наглядно демонстрируют, что точность алгоритма определения позиции 
ударения с использованием сокращенного словаря составляет 95,4 % (или, с учетом частоты 
встречаемости слов, 96,1 %), что меньше точности того же алгоритма с использованием полно-
го словаря всего на 0,9 % (или, с учетом частоты встречаемости слов, на 1,4 %).  

5. Особенности структуры электронного словаря и программной реализации процедуры 
поиска по словарю 

При разработке формата хранения словаря ставились две задачи: уменьшение объема 
словаря и ускорение процедуры поиска по словарю. Поиск осуществляется с помощью хэш-
таблиц, что обеспечивает вычислительную сложность процедуры поиска порядка O(1) [14]. 
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Для уменьшения объема электронного словаря сохранялись не сами слова, а соответствующие 
им хэш-коды. Для каждого слова словаря был сгенерирован 26-битовый хэш-код и 6-битовый 
код варианта позиции ударения. В результате под каждое слово было выделено 4 байта. Дан-
ный список был отсортирован в порядке убывания и разделен на 256 файлов. Именами этих 
файлов являются старшие байты хэш-кодов слов в шестнадцатеричном представлении. Таким 
образом, хранение старшего байта осуществляется в имени файла, а остальные 3 байта распо-
ложены в одноименном файле в порядке убывания для последующего быстрого поиска. 

В результате программная версия словаря, содержащего 266 143 слова, составила 789 кБ. 

Заключение 

В результате исследований были уточнены эвристические правила определения позиции 
ударения в словах русского языка, а также сформулированы статистические правила. Исполь-
зование этих правил позволило сократить объем грамматического словаря с более 2 млн слов 
до чуть более 260 тыс. слов, или в восемь раз. 

Предложен алгоритм определения словесного ударения, использующий эвристические и 
статистические правила расстановки ударений, а также грамматический словарь (полный либо 
сокращенный). Тестирование работы данного алгоритма на текстах НКРЯ показало, что при 
использовании сокращенного словаря точность определения позиции ударения уменьшается 
всего на 1,4 %. 

Для хранения сокращенного словаря в памяти использовались хэш-коды слов и коды ва-
рианта позиции ударения, что позволило уменьшить физический объем словаря до 790 кБ. 

Словарь такого объема может использоваться в системах синтеза речи для мобильных 
устройств, характеризующихся малым объемом памяти. 

Авторы благодарят разработчиков Национального корпуса русского языка, позволившего 
провести данные исследования, и персонально Леонида Лейбовича Иомдина и Алексея Игоре-
вича Зобнина за помощь в вычислении частоты встречаемости слов в НКРЯ. 

Список литературы 

1. SMS2Voice. Сервис голосовых сообщений [Электронный ресурс]. – 2002. – Режим дос-
тупа : http://voice.s-soft.org. – Дата доступа : 08.12.11. 

2. What Does Garmin GPS System Text to Speech Mean? // eHOW [Electronic recourse]. – 
2010. – Mode of access : http://www.ehow.com/info_8550345_garmin-system-text-speech-
mean.html. – Date of access : 08.12.11. 

3. VoiceOver // Apple [Электронный ресурс]. – 2011. – Режим доступа: 
http://www.apple.com/ru/accessibility/voiceover/. – Дата доступа : 08.12.11. 

4. Acapela TTS for Windows Mobile // Acapela [Electronic recourse]. – 2005. – Mode of access : 
http://www.acapela-group.com/acapela-tts-for-windows-mobile-2-2-speech-solutions-tts.html. – Date of 
access : 08.12.11. 

5. Nuance TALKS // Nuance [Electronic recourse]. – 2004. – Mode of access : 
http://www.nuance.com/talks/. – Date of access : 08.12.11. 

6. Mobile Speak [Electronic recourse] // Code Factory. – 2004. – Mode of access : 
http://www.codefactory.es/en/products.asp?id=316. – Date of access : 08.12.11. 

7. Gartner Says Worldwide Mobile Phone Sales Grew 17 Per Cent in First Quarter 2010. Press 
Release // Gartner [Electronic recourse]. – 2010. – Mode of access : http://www.gartner.com/it/ 
page.jsp?id=1372013. – Date of access : 08.12.11. 

8. Gartner Says Sales of Mobile Devices Grew 5.6 Percent in Third Quarter of 2011; 
Smartphone Sales Increased 42 Percent. Press Release // Gartner [Electronic recourse]. – 2011. – 
Mode of access : http://www.gartner.com/it/page.jsp?id=1848514. – Date of access : 08.12.11. 

9. Цирульник, Л.И. Алгоритмы создания и пополнения грамматического словаря русско-
го языка для синтеза речи по тексту / Л.И. Цирульник, В.В. Веремей // Информатика. – 2012. – 
№ 1 (31). – С. 27–38. 



68                                                Л.И. ЦИРУЛЬНИК, Д.А. ПОКЛАДОК 

 
10. Алгоритм поиска ударений [Электронный ресурс]. – 2007. – Режим доступа : 

http://proteus2001.narod.ru/802/data/00.htm#accent search. – Дата доступа : 08.12.11. 
11. Автоматическое определение места ударения в незнакомых словах в системе синтеза 

речи / О.Г. Хомицевич [и др.] // Материалы XXXVI Междунар. филологической конф. – СПб., 
2008. – C. 175–183. 

12. Зализняк, А.А. Грамматический словарь русского языка: словоизменение / А.А. За-
лизняк. – 2-е изд., стереотип. – М. : Рус.яз., 1980. – 880 с. 

13. Национальный корпус русского языка [Электронный ресурс]. – 2000. – Режим досту-
па : http://www.ruscorpora.ru/. – Дата доступа : 08.12.11. 

14. Кнут, Д.Э. Искусство программирования / Д.Э. Кнут. – 2-е изд. – М. : Вильямс, 2011. – 
Т. 3 : Сортировка и поиск. – 824 с. 

Поступила 08.12.2011 
Объединенный институт проблем  
информатики НАН Беларуси, 
Минск, Сурганова, 6 
e-mail: liliya.tsirulnik@gmail.com,  

dima.pokladok@gmail.com 

L.I. Tsirulnik, D.A. Pokladok 

GRAMMATICAL DICTIONARY AND STRESS PLACEMENT RULES  
FOR MOBILE DEVICE TTS-SYNTHESIS 

Studies of stress placement regularities for Russian language are described. The research shows 
that the size of the dictionary can be significantly reduced. An algorithm of word stress placement is 
suggested. Testing of the results shows that the size of the dictionary can be reduced eight times, while 
the word stress placement accuracy decreases just 1.4 %. Reducing dictionary size allows using it in 
mobile devices, which are characterized by a limited memory. 
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ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ VHDL-МОДЕЛИ ЭЛЕМЕНТОВ FPGA  
СЕМЕЙСТВА SPARTAN 3 ДЛЯ КОНВЕРТАЦИИ ПРОЕКТОВ  

ЦИФРОВЫХ СИСТЕМ В ЗАКАЗНЫЕ СБИС  

На основе анализа структуры микросхемы FPGA xc3s1000-4ft256 и экспериментального изу-
чения функций элементов предлагаются синтезируемые VHDL-модели тех логических элементов, 
которые входят в конфигурируемые логические блоки FPGA семейства Spartan 3. Необходимость в 
таких моделях возникает при конвертации реализованных на FPGA проектов цифровых систем в 
проекты, пригодные для синтеза в библиотеках проектирования заказных СБИС.  

Введение 

Широко распространенной практикой проектирования цифровых систем является этап их 
предварительной реализации на FPGA. Такая реализация позволяет быстро оценить сложность 
и быстродействие проекта и получить экспериментальный образец действующей аппаратуры. 
Однако для специальных применений требуется использование только отечественной элемент-
ной базы. Перевод проекта, реализованного на FPGA, в описание, пригодное для реализации на 
отечественной элементной базе, является важной научно-технической задачей. Если все специ-
фикации исходного, т. е. реализованного на FPGA, проекта цифровой системы заданы на языке 
VHDL, то реализация такого проекта на заказной СБИС значительно облегчается [1]. Проблема 
усложняется, если FPGA-проект должен быть переведен в заказную СБИС из формата тополо-
гического редактора (FPGA Editor) системы WebPack ISE (Integrated Software Environment – 
САПР фирмы Xilinx) [2] автоматизированного проектирования программируемых логических 
интегральных схем фирмы Xilinx. В данном редакторе после автоматического размещения эле-
ментов и трассировки соединений (этап Place & Route) проект может быть подвергнут «руч-
ной» модификации. Внутренними форматами представления проектов на этапе топологическо-
го проектирования в системе ISE являются форматы NCD (Native Description Language) и тек-
стовый формат XDL (Xilinx Design Language). В литературе рассматривались задачи использо-
вания внутреннего формата XDL описания FPGA-проектов для реализации в составе програм-
мируемых микросхем специальных подсхем – макросов. Например, в [3] такая задача рассмат-
ривалась для микросхем семейств Virtex II и Virtex II Pro.  

Основными блоками FPGA xc3s1000-4ft256 семейства Spartan 3 являются блоки ввода-
вывода, конфигурируемые логические блоки (Configurable Logical Block – CLB), блочная па-
мять (Block RAM – BRAM) и 18-разрядные умножители (Multiplier) [4]. Процессы перепроек-
тирования макроэлементов ОЗУ и умножителей для их реализации в составе заказных СБИС 
представляют собой отдельные задачи. Далее рассматривается перепроектирование той части 
проекта, которая реализуется в виде совокупности сетей CLB. Конвертацию таких проектов 
FPGA предлагается выполнять, решая две основные задачи конвертации.  

1. Задачи конвертации проектов FPGA  

Первой задачей конвертации является задача получения структурных описаний проектов, 
реализованных на FPGA. Чтобы структурные описания были синтезируемыми, необходимо 
иметь синтезируемые функциональные (поведенческие) описания всех элементов, которые ис-
пользуются в полученных структурных описаниях. Таковыми являются элементы, составляю-
щие конфигурируемые логические блоки. Будем называть эти элементы базисными элементами 
CLB, а совокупность базисных элементов CLB обозначать S. 
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Второй задачей конвертации, которая и рассматривается в данной статье, является задача 
разработки синтезируемых функциональных (поведенческих) VHDL-описаний элементов, со-
ставляющих множество S.  

Заметим, что интерфейсы VHDL-описаний элементов множества S имеются в фирменной 
документации на FPGA семейства Spartan 3, доступной по сети Интернет [5]. В служебных библио-
теках системы проектирования ISE имеются соответствующие VHDL-описания, которые, однако, 
являются несинтезируемыми и пригодны лишь для целей моделирования проекта после выполне-
ния этапа размещения и трассировки проекта. В этих описаниях, пригодных для моделирования, 
большое число параметров языка VHDL используется для задания временных характеристик эле-
ментов FPGA. Однако при синтезе схем по VHDL-описаниям временные зависимости в исходных 
описаниях либо игнорируются, либо заменяются другими, определяемыми временными задержка-
ми элементов целевой библиотеки синтеза. При конвертации FPGA-проектов важно правильно 
формировать функции проектов, не принимая во внимание задержки сигналов, поэтому функцио-
нальные VHDL-описания элементов из S могут быть составлены без указания конкретных времен-
ных задержек, т. е. временные задержки элементов из S полагаются далее равными нулю.  

Рассматриваемая в данной статье задача имеет большое практическое (техническое) значе-
ние, так как ее решение, а именно получение синтезируемых функциональных описаний для эле-
ментов из S, позволяет выполнять синтез исходного проекта в другом базисе логических элементов, 
входящих в ту или иную целевую библиотеку проектирования заказной СБИС. Для целей синтеза 
схем заказных СБИС применялся промышленный синтезатор LeonardoSpectrum, который был на-
строен на пользовательскую библиотеку проектирования, описанную в [1, с. 342]. Множества син-
тезируемых и несинтезируемых конструкций языка VHDL для этого синтезатора изучались в [6].  

2. Конфигурируемый логический блок 

Основной структурной единицей FPGA является блок CLB. Он состоит из двух секций 
левой руки (SLICEM, где M – от слова Memory) и двух секций правой руки (SLICEL, где L – от 
слова Logic), входы и выходы которых подсоединены к переключательной матрице соединений 
(Swich Matrix). Через эту матрицу блоки CLB соединены с линиями глобальных соединений. 
На рис. 1 изображение секции SLICEM получим тогда, когда штриховые линии будут заменены 
непрерывными. Если же на рис. 1 удалить те элементы и те их соединения, которые изображе-
ны штриховыми линиями, то получим изображение секции SLICEL.  

Рассмотрим сначала более простую секцию SLICEL (рис. 1 без штриховых линий). Она 
состоит из двух LUT (Look-Up Table), двух программируемых элементов памяти (FFX, FFY), 
нескольких логических элементов (И (AND), «сумма по модулю два» (XOR)) и мультиплексо-
ров с одним управляющим входом (MUX2). Связи структурных элементов CLB являются про-
граммируемыми, их можно оставлять в схеме либо удалять из нее с помощью так называемых 
программируемых соединений, что позволяет реализовать в одной секции SLICEL разнообраз-
ные логические схемы, выполняющие различные функции. Пример программируемого соеди-
нения (точки коммутации проводников) можно увидеть в правом верхнем углу на рис. 1 перед 
выходным полюсом YB. Другие программируемые соединения показаны на входах элементов 
треугольниками. Программируемый элемент LUT является универсальным логическим элемен-
том и может реализовать любую булеву функцию не более чем от четырех переменных. Эле-
менты памяти могут функционировать как FF (Flip-Flop – триггер, синхронизируемый фрон-
том) либо как Latch (триггер с потенциальным управлением (защелка)). Таким образом, в сек-
ции SLICEL можно реализовать схему с памятью – конечный автомат.  

Структура секции SLICEM (рис. 1 со штриховыми линиями) усложнена по сравнению с 
секцией SLICEL. Усложнение касается реализации LUT. Данные программируемые элементы 
могут быть настроены на реализацию логических функций – аналогично, как и в секции  
SLICEL. Дополнительно они могут выполнять функции блока памяти RAM либо функции 
сдвигового регистра. Два LUT (16-разрядный сдвиговый регистр) могут быть соединены в один 
32-разрядный сдвиговый регистр, три – в 48-разрядный и т. д. Для этого в состав SLICEM вво-
дится вспомогательный элемент WSGEN, осуществляющий общую синхронизацию сдвигов, и 
другие вспомогательные элементы.  
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Рис. 1. Структура секций SLICEM и SLICEL 

3. VHDL-модели программируемых элементов LUT 

В зависимости от значений параметров конфигурирования CLB программируемый эле-
мент LUT может быть использован в качестве: 

– комбинационного элемента, реализующего одну полностью определенную булеву 
функцию, зависящую не более чем от четырех переменных; 
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– блока памяти (RAM);  
– сдвигового регистра заданной длины (не более 16 бит). 

3.1. Функциональная модель программируемого элемента LUT, используемого как 
комбинационный элемент 

В структурном описании FPGA-проекта, заданном в формате XDL системы проектирова-
ния WebPack ISE 13.1 [2], логические функции программируемого элемента LUT, используемо-
го как комбинационный элемент, описываются с помощью скобочных логических выражений, 
содержащих только четыре оператора: «@» – сумму по модулю 2, «~» – отрицание, «*» – 
конъюнкцию и «+» – дизъюнкцию. Так, например, выражение  

D=(~A1*(A3@A4))+(A1*A2*A4) 

задает логическую функцию  

)4&2&1())43(&1( AAAAAAD ∨⊕= , 

которая на VHDL представляется оператором <= назначения сигнала  

D <= (not A1 and (A3 xor A4)) or (A1 and A2 and A4). 

В VHDL логические операторы имеют следующие обозначения: not (отрицание), and (конъюнк-
ция), or (дизъюнкция), xor (сумма по модулю 2). 

Другой формат структурного описания FPGA-проекта, получаемый после выполнения 
этапа Place & Route проектирования FPGA в системе ISE, использует задание функции, реали-
зуемой элементом LUT, в виде четверки чисел. Такое задание соответствует представлению 
16-разрядного булева вектора – столбца значений булевой функции, зависящей от четырех пе-
ременных. Например, в последнем столбце табл. 1 записан набор 6CA0 из четырех чисел 
( 1016 66 = , 1016 12=C , 1016 10=A , 1016 00 = ). Данный набор кодирует столбец значений булевой 
функции так, как показано в табл. 1. На языке VHDL табличное представление булевой функ-
ции записывается очевидным образом – составляется совершенная ДНФ функции, которая за-
писывается с помощью операторов VHDL (листинг 1). 

Таблица 1 

ADR0 ADR1 ADR2 ADR3 D Код 
(6CA0) 

0     0    0    0
0     0    0    1
0     0    1    0
0     0    1    1
 
0     1    0    0
0     1    0    1
0     1    1    0
0     1    1    1
 
1     0    0    0
1     0    0    1
1     0    1    0
1     0    1    1
 
1     1    0    0
1     1    0    1
1     1    1    0
1     1    1    1

0
0
0
0
 
0
1
0
1
 
0
0
1
1
 
0
1
1
0

 
0 
 
 
 
 
A 
 
 
 
 
 
C 
 
 
 
6 
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Листинг 1. Функциональная модель программируемого элемента LUT, реализующего 
логическую функцию D (табл. 1)  
library IEEE; 
use ieee.std_logic_1164.all; 
entity LUT4_MM is -- "6CA0" 
port (ADR0, ADR1, ADR2, ADR3: in std_logic; 
      O : out std_logic); 
end; 
architecture beh_LUT4_MM is 
begin 
O <= (ADR0 and (not ADR1) and ADR2 and (not ADR3)) or 
     (ADR0 and ADR1 and ADR2 and (not ADR3)) or 
     ((not ADR0) and ADR1 and (not ADR2) and ADR3) or 
     (ADR0 and ADR1 and (not ADR2) and ADR3) or 
     (ADR0 and (not ADR1) and ADR2 and ADR3) or 
     ((not ADR0) and ADR1 and ADR2 and ADR3); 
end; 

Если в структурном описании проекта элемент LUT используется как блок памяти 
(RAM), то функциональной моделью RAM является логическая функция, реализуемая в этом 
блоке памяти. Функциональная модель блока памяти, реализующего логическую функцию, не 
отличается от рассмотренной функциональной модели комбинационного элемента, реализую-
щего ту же функцию.  

3.2. VHDL-модель программируемого элемента LUT, используемого как сдвиговый 
регистр  

Особенностью использования LUT как сдвигового регистра является возможность варьи-
рования длиной регистра – длина регистра адресуется и может быть от 1 до 16 бит. Напомним, 
что сдвиговые регистры реализуются в LUT, которые входят в состав только секций SLICEM. 
Структурная схема сдвигового регистра SRLC16E в виде цепочки триггеров FF и мульти-
плексора MUX с четырьмя управляющими входами изображена на рис. 2 [7], функциональная 
синтезируемая VHDL-модель – в листинге 2. Набор <A3, A2,A1, A0> значений сигналов интер-
претируется как адрес (число i в двоичной системе счисления), задающий длину регистра. За-
дание значения i адреса позволяет направить на выход мультиплексора MUX сигнал с выхода 
i-го триггера FF. Длина регистра задается значением параметра INIT в VHDL-модели сдвигово-
го регистра SRLC16E (листинг 2).  

Листинг 2. Функциональная модель LUT, реализующего сдвиговый регистр SRLC16E 
library IEEE; 
use IEEE.STD_LOGIC_1164.ALL; 
entity SRLC16E is 
 Generic(INIT:std_logic_vector(15 downto 0):=X"0000"); 
    Port (     D : in std_logic; 
              CE : in std_logic; 
             CLK : in std_logic; 
              A0 : in std_logic; 
              A1 : in std_logic; 
              A2 : in std_logic; 
              A3 : in std_logic; 
               Q : out std_logic; 
             Q15 : out std_logic); 
end SRLC16E; 
architecture Behavioral of SRLC16E is 
signal A :   std_logic_vector (3 downto 0); 
signal sig : std_logic_vector (15 downto 0) :=INIT; 
begin 
A <= (A3, A2, A1, A0); 
process(CLK) 
begin 



74                                                    П.Н. БИБИЛО, А.Л. СОЛОВЬЕВ 
 

if (CLK'event and CLK='1') then 
      if (CE='1')then 
          sig<=sig(14 downto 0) & D; 
      end if; 
end if; 
end process; 
Q15<=sig(15); 
Q<= 
sig(0) when A=X"0" ELSE 
sig(1) when A=X"1" ELSE 
sig(2) when A=X"2" ELSE 
sig(3) when A=X"3" ELSE 
sig(4) when A=X"4" ELSE 
sig(5) when A=X"5" ELSE 
sig(6) when A=X"6" ELSE 
sig(7) when A=X"7" ELSE 
sig(8) when A=X"8" ELSE 
sig(9) when A=X"9" ELSE 
sig(10) when A=X"A" ELSE 
sig(11) when A=X"B" ELSE 
sig(12) when A=X"C" ELSE 
sig(13) when A=X"D" ELSE 
sig(14) when A=X"E" ELSE 
sig(15) when A=X"F" ; 
end Behavioral; 

 
Рис. 2. Сдвиговый регистр адресуемой длины  
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4. VHDL-модели программируемых элементов памяти 

Реализация каждого настраиваемого элемента памяти FFX, FFY (см. рис. 1) в логических 
блоках SLICEL, SLICEM снабжается четырьмя параметрами конфигурации: 

– типом элемента памяти (FF, Latch); 
– типом сброса: синхронным (SYNC) либо асинхронным (ASYNC); 
– установкой начального значения, значение INIT0 свидетельствует о начальной установ-

ке элемента памяти в нуль, INIT1 – в единицу;  
– сбросом в единицу (SRHIGH) либо в нуль (SRLOW).  
Кроме того, различные реализации элементов памяти кроме обязательных входов D (дан-

ные) и CK (в триггерах типа FF – синхросигнал, в триггерах типа Latch – сигнал разрешения) 
могут иметь дополнительные входы: CE – разрешение, SR – сброс (при значении SRHIGH 
триггер устанавливается в единицу, при SRLOW – в нуль), REV – установка в единицу (если 
REV используется, то сброс SR всегда SRLOW). Далее через Q будет обозначаться выход эле-
мента памяти. Функциональная модель триггера FF с полным набором входных сигналов пред-
ставлена в листинге 3.  

Листинг 3. Функциональная модель триггера FF  
library IEEE; 
use IEEE.STD_LOGIC_1164.ALL; 
entity FF is 
Port  
(D,CE,CK,SR,REV : in std_logic; 
             Q  : out std_logic); 
end; 
architecture Beh of FF is 
signal temp : std_logic:='0';  --INIT0 
begin 
process (SR,REV,CK) 
begin 
  if (SR='1') then  -- ASYNC 
   temp <='0';       -- SRLOW 
  elsif (REV='1') then temp <='1';  
  elsif (CK'event and CK’last_value =’0’ and CK='1') then  
      if (CE='1') then temp<=D; 
      end if; 
  end if; 
end process; 
Q<=temp; 
end Beh; 

Функциональная модель триггера, представленная в листинге 4, реализуется в FPGA 
триггером типа Latch, имеющим асинхронный сброс (ASYNC), с начальной установкой в нуль 
(INIT0), сбросом в нуль (SRLOW) и полным набором входных сигналов. Заметим, что при син-
тезе схемы в библиотеке элементов, заданной пользователем, начальные значения сигналов иг-
норируются, а при синтезе схемы FPGA начальные значения сигналов поддерживаются, и это 
нужно принимать во внимание при замене схемы FPGA заказной СБИС. 

Листинг 4. Функциональная модель триггера типа Latch  
library IEEE; 
use IEEE.STD_LOGIC_1164.ALL; 
entity Latch is  
Port  
(D,CE,CK,SR,REV : in std_logic; 
             Q  : out std_logic); 
end; 
architecture Beh of Latch  is 
signal temp : std_logic:=’0’;  



76                                                    П.Н. БИБИЛО, А.Л. СОЛОВЬЕВ 
 

begin 
process (SR,REV,CE,CK) 
begin 
if SR ='1' then temp<='0'; 
 elsif (REV='1') then temp<='1'; 
 elsif (CE='1') then  
    if (CK='1') then  temp<=D; 
    end if; 
end if; 
end process; 
Q<=temp; 
end Beh; 

Если же в структурном описании появляются триггеры, у которых некоторые входы от-
сутствуют (входы D и CK триггеров являются обязательными), то используется второй подход 
к формированию VHDL-модели триггера. Он состоит в «уменьшении» числа входов функцио-
нальной модели триггера и исключении соответствующих операторов из VHDL-программы. 
Например, в табл. 2 представлены параметры, а в листинге 5 – «урезанная» модель триггера 
FF_CE_I0_A_L, у которого отсутствуют входы SR, REV.  

Таблица 2 

Входные 
сигналы 

Имеются (+), 
отсутствуют (–) Настройки Да (+), нет (–) 

D + INIT0 + 
CK + INIT1 – 
CE + ASYNC + 
SR – SYNC – 
REV – SRLOW + 
  SRHIGH – 

Листинг 4. Функциональная модель триггера FF_CE_I0_A_L 
Entity  FF_CE_I0_A_L is 
   Port (D : in std_logic; 
        CK : in std_logic; 
        CE : in std_logic; 
         Q : out std_logic ); 
end FF_CE_I0_A_L; 
architecture Behavioral of  FF_CE_I0_A_L  is 
signal temp : std_logic:='0';    --INIT0 
begin 
process (CK) 
begin 
    if (CK'event and CK’last_value =’0’ and CK='1') then  
       if (CE='1') then  temp<=D; 
       end if; 
    end if; 
end process; 
Q<=temp; 

Заметим, что имя FF_CE_I0_A_L триггера формируется по определенным правилам, т. е. 
в зависимости от типа триггера, используемых входов и значений настроек. Кроме того, при 
конвертации FPGA-проектов требуются модели триггеров с дополнительным входным сигна-
лом, который осуществляет начальную установку триггера в нуль либо в единицу. 

С учетом того что схемные реализации элементов памяти могут различаться не только 
значениями параметров конфигурации, но и различным числом входов, получается довольно 
значительное число функциональных моделей триггеров, которые требуются для получения 
синтезируемых описаний проектов, реализованных в микросхемах FPGA.  
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5. Верификация моделей элементов CLB 

В табл. 3 приведен список основных элементов CLB, требующихся для конвертации рас-
сматриваемого класса проектов. Все построенные функциональные VHDL-модели элементов 
CLB являются моделями с нулевыми задержками: при моделировании выходные реакции лю-
бого из элементов появляются в тот же момент времени, когда изменяется хотя бы один вход-
ной сигнал этого элемента.  

Таблица 3 

Имя элемента 
Тип элемента 

Функция Комбинационный
элемент 

Элемент
памяти 

XOR2 +  Сумма по модулю 2 
AND2 +  Конъюнкция 
MUX2 +  Мультиплексор  
INV +  Инвертор 
BUF, OBUF +  Передача сигнала 
MULT18X18 +  Умножитель 
FF  + Триггер  
LATCHE  + Триггер-защелка 
SRLC16E  + Сдвиговый регистр  
RAMD16  + Блок памяти 

Функциональные модели элементов CLB проверены при конвертации 30 FPGA-проек-
тов в синтезируемые VHDL-описания. Исходные описания реализованных на FPGA проек-
тов представляли собой либо алгоритмические VHDL-описания, либо логические схемы в 
графическом редакторе системы ISE, либо созданные в системе State-CAD [1] графические 
описания конечных автоматов. Проверка правильности VHDL-моделей элементов CLB 
осуществлялась на основе сравнения результатов моделирования исходных FPGA-проектов 
и конвертированных VHDL-описаний проектов. Для тех проектов, которые были представ-
лены в виде VHDL-описаний, функциональная эквивалентность исходного и конвертиро-
ванного проектов была подтверждена в системе FormalPro формальной верификации фирмы 
Mentor Graphics [8]. Проверка свойства синтезируемости для конвертированных VHDL-
проектов осуществлялась путем синтеза логических схем в целевых библиотеках проекти-
рования заказных СБИС. В качестве основной целевой библиотеки была использована биб-
лиотека логических элементов, приведенная в [1, с. 342]. Для всех проектов было достигну-
то одинаковое поведение (по результатам окончания тактов моделирования) исходного 
проекта и конвертированного. Таким образом, конвертация обеспечивает функциональную 
эквивалентность исходного FPGA-проекта и конвертированного проекта. Однако величины 
длины такта (тактовая частота) для исходного и реализованного на заказной СБИС конвер-
тированного проектов различаются. Это обусловлено технологической базой: FPGA семей-
ства Spartan 3 реализуются по своей технологии (90 нм SRAM КМОП), а реализация заказ-
ной СБИС может быть выполнена по другой технологии, например по отечественной 
КМОП-технологии и более «крупным» технологическим нормам.  

Заключение 

Предложенные VHDL-модели элементов конфигурируемых логических блоков микро-
схем FPGA семейства Spartan 3 обеспечивают поддержку автоматизированного перепроектиро-
вания FPGA на заказные СБИС. Получение синтезируемых VHDL-описаний позволяет приме-
нять промышленные системы проектирования на базе VHDL – проводить моделирование, 
сравнивать поведение исходного и конвертированного проектов, cинтезировать логические 
схемы, размещаемые в составе заказных СБИС.  
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FUNCTIONAL VHDL-MODELS OF FPGA-ELEMENTS  
OF SPARTAN 3 FAMILY FOR CONVERSION OF PROJECTS  

OF DIGITAL SYSTEMS INTO ASIC 

Based on the structure of FPGA xc3s1000-4ft256 and experimental study of element functions, 
the synthesized VHDL models of FPGA elements of Spartan 3 family are proposed for a conversion of 
digital systems projects into ASIC. The need for such models appears when converting projects of di-
gital systems implemented in FPGA into the projects suitable for a synthesis of ASIC design. 



ИНФОРМАТИКА 
2012                                                         апрель-июнь                                                        № 2 

УДК 519.714 
Д.Я. Новиков, Л.Д. Черемисинова 

ИМПЛИКАТИВНЫЙ МЕТОД АНАЛИЗА  
ЧАСТИЧНЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ 

Рассматривается задача определения, находятся ли системы частичных булевых функций в 
отношении эквивалентности или реализации. Предлагается метод решения задачи путем сведения 
ее к проверке выполнимости конъюнктивной нормальной формы, в основе формирования которой 
лежит использование отношения импликации. 

Введение  

Проектирование цифровых СБИС представляет собой многоэтапный процесс оптими-
зации и преобразований проектных решений, начиная с исходного описания на одном из 
входных языков проектирования и заканчивая схемой в целевом технологическом базисе. 
Проектные решения могут быть получены как автоматически (с использованием програм-
мных средств синтеза и оптимизации), так и полуавтоматически (путем корректировки про-
ектного решения человеком). В любом случае во избежание распространения ошибки, допу-
щенной на одном из ранних этапов проектирования, до стадии изготовления схемы необхо-
димо верифицировать [1, 2] полученные решения – проверять, находятся ли они в отношении 
эквивалентности или реализации. 

В настоящей работе рассматривается задача проверки отношений эквивалентности и 
реализуемости между системами частичных булевых функций, которая является одной из 
базовых задач верификации логических описаний с функциональной неопределенностью [3]. 
Предлагаемый метод решения задачи анализа булевых функций на эквивалентность и реали-
зуемость основан на сведении ее к проверке выполнимости конъюнктивной нормальной фор-
мы (КНФ). Анализируемая КНФ строится в виде конъюнкции двух КНФ: разрешения для 
одной системы частичных булевых функций и запрета – для другой. Первая КНФ задает до-
пустимые комбинации значений всех переменных для одной из анализируемых систем, вто-
рая – запрещенные комбинации для другой. Формирование этих КНФ основано на использо-
вании отношения импликации между наборами значений входных переменных и соответст-
вующими им значениями функций системы. 

1. Основные определения 

Частичная булева функция (ЧБФ) f (x), где x = (x1, x2, …, xn) – вектор значений аргументов 
функции, задается множествами Uf

0, Uf
1 и Uf

ds интервалов (или элементов) булева пространства 
En, на которых она принимает соответственно нулевое, единичное и неопределенное значения, 
при этом Uf

1 ∪ Uf
0 ∪ Uf

ds = En . Интервал ранга k фиксирует значения k переменных и покрывает 
2n

 
–

 
k элементов булева пространства, его можно представить также в виде конъюнкции k лите-

ралов (под литералом понимается булева переменная или ее отрицание). В общем случае эле-
ментарная конъюнкция kj и соответствующий ей интервал покрывает (или поглощает) элемен-
тарную конъюнкцию ki (и соответствующий ей интервал), если множество литералов из kj явля-
ется подмножеством литералов из ki. 

Будем задавать систему ЧБФ f (x) = ( f1(x), f2(x), …, fm(x)) множеством многовыходных ин-
тервалов (uf, tf ), представляемых парами троичных векторов длины n и m. Входная часть uf явля-
ется интервалом на множестве xi ∈ x, выходная часть tf – троичным вектором значений функций 
на интервале uf.  Векторы uf и tf могут представляться также как конъюнкции литералов некото-
рых xi ∈ x и fi ∈ f (x). В частном случае входная часть uf может представлять собой булев вектор 
vf, тогда многовыходной интервал (uf, tf ) называется многовыходным набором (vf, tf ). 

Для каждой функции fj ∈ f (x) справедливо: если j-я компонента вектора tf есть 1 или 0, то 
все элементы интервала uf принадлежат множеству Ufj

1 единичных значений функции fj или 
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соответственно множеству Ufj
0 нулевых значений функции fj; если же значение j-й компоненты 

вектора tf не определено, то либо значение функции fj не определено на всем интервале uf, либо 
fj принимает разные значения на разных наборах из интервала uf. 

Далее рассматриваются только непротиворечивые системы ЧБФ. Система булевых функ-
ций, заданная множеством многовыходных интервалов (ui

f, ti
f ), непротиворечива, если для всех 

пар (ui
f, ti

f ) и (uj
f, tj

f ), таких, что ui
f ∧ uj

f ≠ 0, имеет место ti
f ∧ tj

f ≠ 0. 
Система ЧБФ f(x), заданная множеством S f многовыходных интервалов, в матричном виде 

может быть представлена парой троичных матриц U f и T f, задающих своими строками входные и 
выходные части многовыходных интервалов из S f. Например, если S f = {(x1

 x2⎯x3, y1⎯y3), 
(⎯x1

 x3
 x5⎯x6, ⎯y2

 y3), (⎯x1⎯x2
 x4⎯x5, ⎯y1⎯y2), (x2⎯x3

 x4
 x6, y1⎯y3), (x1⎯x2⎯x5, ⎯y1

 y3), (x1⎯x2⎯x4
 x6, y2), (x2

⎯x3
⎯x4

 x6, y1
 y2)}, 

система f (x) представляется как 

x1 x2 x3 x4 x5 x6     y1 y2  y3 

1 1 0 – – –     1 – 0  1 
0 – 1 – 1 0     – 0 1  2 
0 0 – 1 0 –     0 0 –  3 

U 
f = – 1 0 1 – 1 ;  T 

f  = 1 – 0  4 .                   (1) 
1 0 – – 0 –     0 – 1  5 
1 0 – 0 – 1     – 1 –  6 
– 1 0 0 – 1     1 1 –  7  

2. Отношения между частичными булевыми функциями 

Булева функция g(x) (полностью определенная или частичная) реализует частичную бу-
леву функцию f(x) (обозначается как f(x) ≤ g(x)) тогда и только тогда, когда 

Uf
1 ⊆ Ug

1, Uf
0 ⊆ Ug

0.              (2) 

Система булевых функций g(x) = ( g1(x), g2(x), …, gm(x)) реализует систему ЧБФ 
f (x) = ( f1(x), f2(x), …, fm(x), если для всех i, где 1 ≤ i ≤ m, имеет место fi(x) ≤ gi(x). 

Выполнение условия (2) гарантирует, что на области определения системы ЧБФ f(x) (ме-
нее определенной) система g(x) имеет ту же функциональность, что и f (x), т. е. для любого 
двоичного набора значений переменных x вектор значений функций g(x) должен поглощаться 
вектором значений функций f (x). 

ЧБФ g(x) эквивалентна ЧБФ f(x) (обозначается как f (x) ≡ g(x)) тогда и только тогда, когда 
Uf

1 = Ug
1  и  Uf

0 = Ug
0.  

Система ЧБФ g(x) = ( g1(x), g2(x), …, gm(x)) эквивалентна системе ЧБФ f (x) = 
= ( f1(x), f2(x), …, fm(x), если для всех i, где 1 ≤ i ≤ m, имеет место fi(x) ≡ gi(x). 

Условие эквивалентности булевых функций можно перефразировать также следующим 
образом: ЧБФ g(x) эквивалентна ЧБФ f(x) тогда и только тогда, когда f(x) ≤ g(x) и g (x) ≤  f (x), 
что эквивалентно Uf

1 ⊆ Ug
1, Uf

0 ⊆ Ug
0, Ug

1 ⊆ Uf
1, Ug

0 ⊆ Uf
0. 

Следовательно, для того чтобы проверить отношение эквивалентности, достаточно про-
верить отношение реализуемости в обе стороны. 

Для того чтобы проверить, реализуется ли система ЧБФ f(x) системой g(x), необходимо 
проверить выполнение условия (2) всех функций fi ∈ f (x), gi(x) ∈ g (x). Процедуру проверки 
реализуемости можно упростить, рассматривая одновременно все функции системы ЧБФ. Для 
этого все многовыходные интервалы (u f, t f ) системы f (x) расщепляются на многовыходные 
наборы (v f, t f ), причем расщеплению подвергаются входные части многовыходных интервалов, 
а выходные их части не меняются. В результате расщепления получаем систему f (x), заданную 
многовыходными наборами (vi

 f, ti
f ). Система ЧБФ f (x) реализуется системой ЧБФ g (x), если 

для каждого многовыходного набора (vi
f, ti

f ) выполняются следующие условия: для каждой оп-
ределенной компоненты ti

fk вектора ti
f найдется такой многовыходной интервал (uj

g, tj
g ), у кото-

рого соответствующая компонента tj
gk выходной части ti

g равна ti
fk, а входная часть uj

g поглоща-
ет входную часть vi

f. 
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Например, система ЧБФ f (x) (1) реализуется следующей системой g(x): 

x1 x2 x3 x4 x5 x6     y1 y2  y3 

1 1 0 – – –     1 – 0  1 
0 – – – 1 0     – 0 –  2 
– 0 – 1 0 –     0 0 1  3 

U 
g = – 1 0 – – 1 ;  T 

g = 1 1 0  4 .              (3) 
1 0 – – 0 –     0 – –  5 
1 0 – 0 – –     – 1 1  6 
– – 1 – 1 0     – – 1  7 

Ясно, что такой метод проверки реализуемости может быть применим на практике только 
в том случае, если входные части многовыходных интервалов системы ЧБФ f (x) заданы не-
большими интервалами, когда число p неопределенных компонент соответствующих векторов 
невелико. Например, уже при p = 10 каждый интервал расщепляется на 210 = 1024 набора. Для 
случаев, когда p относительно велико, предлагается использовать описанный ниже метод на 
основе сведения к задаче проверки выполнимости КНФ. 

3. КНФ разрешения системы частичных булевых функций 

КНФ представляет полностью определенную булеву функцию, заданную в виде конъюнк-
ции одного или более дизъюнктов, каждый из которых представляет собой дизъюнкцию одного 
или более литералов (соответствующих разным переменным или их инверсиям). Задача проверки 
выполнимости КНФ заключается в нахождении такого присваивания значений переменным из x 
(может быть, и не всем), которое обращает КНФ в единицу. Если такое присваивание удается 
найти, то говорят, что КНФ выполнима и полученное присваивание называют выполняющим эту 
КНФ, иначе КНФ невыполнима. Невыполнимая КНФ представляет функцию, тождественно рав-
ную нулю. 

Матричный вид КНФ, имеющей k дизъюнктов и n переменных, представляется троичной 
матрицей C, строки которой задают дизъюнкты, а столбцы соответствуют переменным. Эле-
мент ci

j на пересечении i-й строки и j-го столбца матрицы C принимает значение 1, 0 или «–» в 
зависимости от формы (xj или⎯xj) переменной xj или ее отсутствия в i-м дизъюнкте КНФ. 

Исходя из определения ЧБФ, всякий ее многовыходной интервал si
g = (ui

g, ti
g ) задает им-

пликативное условие ui
g → ti

g : при присваивании переменным xi значений, обращающих ui
g в 1, 

функции системы g(x) принимают значения, обращающие ti
g в 1. 

При верификации комбинационных схем, основанной на решении задачи проверки вы-
полнимости КНФ, строится так называемая КНФ разрешения для каждой из сравниваемых 
комбинационных схем [2], которая задает все возможные допустимые комбинации сигналов на 
всех полюсах схемы. Аналогично можно построить КНФ разрешения системы ЧБФ g(x), кото-
рая будет задавать все возможные допустимые комбинации ее переменных (аргументов и 
функций). Нетрудно доказать, что для непротиворечивой системы ЧБФ справедливо следую-
щее утверждение. 

Утверждение  1 . КНФ разрешения системы ЧБФ g(x), заданной множеством много-
выходных интервалов si

g = (ui
g, ti

g), i = 1, 2,…, r, порождается формулой 

C g = (u1
g → t1

g) (u2
g → t2

g) …  (ur
g → tr

g). 

КНФ Ci разрешения, порождаемая многовыходным интервалом si = (ui, ti
 ) c ui = x1

i x2
i… xi

ni и 
ti = y1

i y2
i… ymi

i, может быть получена преобразованием ui
 → ti

  в булев базис следующим образом: 

Ci = (ui
 → ti

 ) = ⎯ui
 ∨ ti = ⎯x1

i ∨⎯x2
i ∨… ∨⎯xi

ni ∨ y1
i y2

i … ymi
i = 

= (⎯x1
i ∨⎯x2

i ∨… ∨⎯xi
ni ∨ y1

i) (⎯x1
i ∨⎯x2

i ∨… ∨⎯xi
ni ∨ y2

i)…( ⎯x1
i ∨⎯x2

i ∨… ∨⎯xi
ni ∨ ymi

i) . 

КНФ разрешения Ci состоит из mi дизъюнктов. Например, КНФ разрешения многовыход-
ного интервала s1 = (x1

 x2⎯x3, y1⎯y3) системы ЧБФ g(x) (3) состоит из двух дизъюнктов: 
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C1
g = (⎯x1

 ∨⎯x2
 ∨ x3 ∨ y1) (⎯x1

 ∨⎯x2
 ∨ x3 ∨⎯y3), а КНФ разрешения C g всей системы ЧБФ g(x) (3) в 

матричной форме имеет следующий вид: 

x1 x2 x3 x4 x5  x6 y1 y2  y3 

0 0 1 – – – 1 – –  1 
0 0 1 – – – – – 0  2 
1 – – – 0 1 – 0 –  3 
– 1 – 0 1 – 0 – –  4 
– 1 – 0 1 – – 0 –  5 

C g = – 1 – 0 1 – – – 1  6 .                (4) 
– 0 1 – – 0 1 – –  7 
– 0 1 – – 0 – 1 –  8 
– 0 1 – – 0 – – 0  9 
0 1 – – 1 – 0 – –  10 
0 1 – 1 – – – 1 –  11 
0 1 – 1 – – – – 1  12 
– – 0 – 0 1 – – 1  13 

Утверждение  2 . Система булевых функций g(x) реализует систему ЧБФ f (x), если 
любой набор значений переменных (аргументов и функций), выполняющий КНФ разрешения C f, 
является выполняющим и для КНФ разрешения C g. 

Очевидно, что проверка отношения реализуемости на основе этого утверждения ни-
сколько не проще проверки на основе определения (2). Ниже предлагается формализованный 
метод проверки отношения реализуемости, основанный на следующем утверждении. 

Утверждение  3 . Система булевых функций g(x) реализует систему ЧБФ f (x), если 
любой набор значений переменных (аргументов и функций), не выполняющий КНФ разрешения 
C f, не является выполняющим и для КНФ разрешения C g. 

4. КНФ запрета системы частичных булевых функций 

КНФ P f запрета исходной системы ЧБФ f (x), представленной множеством S f многовы-
ходных интервалов, задает все возможные недопустимые комбинации ее переменных (аргу-
ментов и функций). Эта КНФ выполнима, если нарушается условие ui

f → ti
f , заданное хотя бы 

одним многовыходным интервалом из S f. Соответственно КНФ запрета Pi многовыходного ин-
тервала si = (ui, ti

 ), где ui = x1
i x2

i… xi
ni и ti = y1

i y2
i… ymi

i, может быть получена преобразова-
нием ⎯si, задающим условие его нарушения, в булев базис следующим образом: 

Pi = ⎯si = ¬(ui
 → ti

 ) = ui⎯ti = x1
i x2

i… xi
ni

 (⎯y1
i ∨⎯y2

i ∨… ∨⎯ymi
i). 

КНФ запрета Pi  состоит из ni + 1 дизъюнктов. Например, КНФ запрета многовыходного интер-
вала s2

f = (x1
 x2, f1⎯f2) системы ЧБФ f (x) (1) состоит из трех дизъюнктов: P2

f = (x1)(x2)(⎯f1 ∨ f2). 
Утверждение  4 . Функция запрета F f системы ЧБФ f (x), заданной множеством мно-

говыходных интервалов si
f = (ui

f, ti
f), i = 1, 2,…, r, имеет вид 

F f = P1
f ∨ P2

f ∨ …∨ Pr
f = (u1

f⎯t1
f) ∨ (u2

f⎯t2
f) ∨ … ∨ (ur

f⎯tr
f).           (5) 

Все возможные недопустимые комбинации переменных функций системы ЧБФ f (x) 
представляются выполняющими формулу (5) наборами. Чтобы применить SAT-решатель [4–6] 
(программу проверки выполнимости КНФ) для их нахождения, необходимо формулу (5) пре-
образовать к виду КНФ, теоретически это всегда возможно, однако это NP-трудная задача. 
В работе [7] приведен метод линейной сложности для построения КНФ запрета системы ЧБФ 
путем кодирования составляющих ее КНФ запрета Pi

f кодами единичной длины. Метод заклю-
чается во введении r (по числу многовыходных интервалов) булевых переменных wi, предна-
значенных для кодирования условий Pi

f нарушения реализуемости многовыходных интервалов. 
Каждое условие Pi

f кодируется кодом длины 1 – ⎯wi и добавляется дизъюнкт, реализующий 
функцию выбора [8], которая для единичного кодирования имеет вид (w1 ∨ w2 ∨… ∨ wr). Таким 
образом, функция запрета F f = P1

f ∨ P2
f ∨ …∨ Pr

f преобразуется к выражению 
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F f = (P1

f ∨⎯w1)  (P2
f ∨⎯w1)  …  (Pr

f ∨⎯wr)  (w1 ∨ w2 ∨… ∨ wr) = 

= (u1
f⎯t1

f ∨⎯w1)  (u2
f⎯t2

f ∨⎯w2)  …  (ur
f⎯tr

f ∨⎯wr)  (w1 ∨ w2 ∨… ∨ wr). 
(6)

Формула (6) выполнима тогда и только тогда, когда выполнима формула (5). 
Приняв во внимание, что ui

f = x1
i x2

i… xi
ni и ti

f = y1
i y2

i… ymi
  в (ui

f, ti
f ), каждый из первых r 

дизъюнктивных членов (6) преобразуется к КНФ 

ui
f ⎯ti

 f ∨⎯wi = (x1
i ∨⎯wi) (x2

i ∨⎯wi) … (xi
ni

 ∨⎯wi) (⎯y1
i ∨⎯y2

i ∨ …∨⎯ymi
i ∨⎯wi). 

Соответственно функция запрета F f представляется в виде КНФ запрета P f. Например, 
КНФ запрета системы ЧБФ f (x) (1) в матричной форме имеет следующий вид: 

x1 x2 x3 x4 x5  x6 y1 y2 y3 w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 

1 – – – – – – – – 0 – – – – – –  1 
– 1 – – – – – – – 0 – – – – – –  2 
– – 0 – – – – – – 0 – – – – – –  3 
– – – – – – 0 – 1 0 – – – – – –  4 
0 – – – – – – – – – 0 – – – – –  5 
– – 1 – – – – – – – 0 – – – – –  6 
– – – – 1 – – – – – 0 – – – – –  7 
– – – – – 0 – – – – 0 – – – – –  8 
– – – – – – – 1 0 – 0 – – – – –  9 
0 – – – – – – – – – – 0 – – – –  10 
– 0 – – – – – – – – – 0 – – – –  11  
– – – 1 – – – – – – – 0 – – – –  12 
– – – – 0 – – – – – – 0 – – – –  13 
– – – – – – 1 1 – – – 0 – – – –  14 
– 1 – – – – – – – – – – 0 – – –  15 
– – 0 – – – – – – – – – 0 – – –  16 

P f = – – – 1 – – – – – – – – 0 – – –  17  .           (7) 
– – – – – 1 – – – – – – 0 – – –  18 
– – – – – – 0 – 1 – – – 0 – – –  19 
1 – – – – – – – – – – – – 0 – –  20 
– 0 – – – – – – – – – – – 0 – –  21 
– – – – 0 – – – – – – – – 0 – –  22 
– – – – – – 1 – 0 – – – – 0 – –  23 
1 – – – – – – – – – – – – – 0 –  24 
– 0 – – – – – – – – – – – – 0 –  25 
– – – 0 – – – – – – – – – – 0 –  26 
– – – – – 1 – – – – – – – – 0 –  27 
– – – – – – – 0 – – – – – – 0 –  28 
– 1 – – – – – – – – – – – – – 0  29 
– – 0 – – – – – – – – – – – – 0  30 
– – – 0 – – – – – – – – – – – 0  31 
– – – – – 1 – – – – – – – – – 0  32 
– – – – – – 0 0 – – – – – – – 0  33 
– – – – – – – – – 1 1 1 1 1 1 1  34 

5. Сведение задачи проверки отношений между системами ЧБФ к проверке  
выполнимости КНФ 

Суть предлагаемого метода проверки, реализуется ли система ЧБФ f (x) системой g(x), 
состоит в следующем. Строится КНФ запрета P f системы ЧБФ f (x) и КНФ разрешения C g сис-
темы g(x), затем эти КНФ объединяются в одну C g ∧ P f. 

Утверждение  5 . Система булевых функций g(x) реализует систему ЧБФ f (x), если и 
только если КНФ C g ∧ P f невыполнима. 

КНФ C g ∧ P f, получаемая объединением КНФ разрешения (4) и запрета (7), невыполни-
ма; следовательно, система ЧБФ g(x) реализует систему f (x). Для того чтобы проверить, реали-
зует ли система ЧБФ f (x) систему g(x), необходимо аналогичным образом построить КНФ раз-
решения C f для системы ЧБФ f (x) и КНФ запрета P g для системы g(x): 
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   x1 x2 x3 x4 x5  x6 y1 y2  y3 
   0 0 1 – – – 1 – –  1 
   0 0 1 – – – – – 0  2 
   1 – 0 – 0 1 – 0 –  3 
   1 – 0 – 0 1 – – 1  4 
   1 1 – 0 1 – 0 – –  5 
C f=  1 1 – 0 1 – – 0 –  6 ; 
   – 0 1 0 – 0 1 – –  7 
   – 0 1 0 – 0 – – 0  8 
   0 1 – – 1 – 0 – –  9 
   0 1 – – 1 – – – 1  10 
   0 1 – 1 – 0 – 1 –  11 
   – 0 1 1 – 0 1 – –  12 
   – 0 1 1 – 0 – 1 –  13 

   x1 x2 x3 x4 x5  x6 y1 y2 y3 w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 
   1 – – – – – – – – 0 – – – – – –  1 
   – 1 – – – – – – – 0 – – – – – –  2 
   – – 0 – – – – – – 0 – – – – – –  3 
   – – – – – – 0 – 1 0 – – – – – –  4 
   0 – – – – – – – – – 0 – – – – –  5 
   – – – – 1 – – – – – 0 – – – – –  6 
   – – – – – 0 – – – – 0 – – – – –  7 
   – – – – – – – 1 – – 0 – – – – –  8 
   – 0 – – – – – – – – – 0 – – – –  9 
   – – – 1 – – – – – – – 0 – – – –  10 
   – – – – 0 – – – – – – 0 – – – –  11  
   – – – – – – 1 1 0 – – 0 – – – –  12 
   – 1 – – – – – – – – – – 0 – – –  13 
   – – 0 – – – – – – – – – 0 – – –  14 
   – – – – – 1 – – – – – – 0 – – –  15 
   – – – – – – 0 0 1 – – – 0 – – –  16 
P g =  1 – – – – – – – – – – – – 0 – –  17  . 
   – 0 – – – – – – – – – – – 0 – –  18 
   – – – – 0 – – – – – – – – 0 – –  19 
   – – – – – – 1 – – – – – – 0 – –  20 
   1 – – – – – – – – – – – – – 0 –  21 
   – 0 – – – – – – – – – – – – 0 –  22 
   – – – 0 – – – – – – – – – – 0 –  23 
   – – – – – – – 0 0 – – – – – 0 –  24 
   – – 1 – – – – – – – – – – – – 0  25 
   – – – – 1 – – – – – – – – – – 0  26 
   – – – – – 0 – – – – – – – – – 0  27 
   – – – – – – – – 0 – – – – – – 0  28 
   – – – – – – – – – 1 1 1 1 1 1 1  29 

Легко убедиться, что для КНФ C f ∧ P g существует выполняющий ее набор (например, 
один из наборов, поглощаемых⎯x1⎯x3 x5⎯x6 y2⎯w1 w2⎯w3⎯w4⎯w5⎯w6⎯w7). Следовательно, КНФ вы-
полнима и система g(x) не реализуется системой f (x). Отсюда можно сделать вывод, что систе-
мы ЧБФ f (x) и g(x) неэквивалентны. 

В принципе, отношение эквивалентности между системами ЧБФ g(x) и f(x) (если интересует 
только это отношение между системами функций) можно также проверить, запуская SAT-solver 
только один раз. Для этого КНФ C g ∧ P f и C f ∧ P g объединяются в формулу (C g ∧ P f) ∨ (C f ∧ P g). 

Утверждение  6 . Системы ЧБФ g(x) и f (x) эквивалентны, если и только если формула 
(C g ∧ P f) ∨ (C f ∧ P g) невыполнима. 

Формулу (C g ∧ P f) ∨ (C f ∧ P g) можно привести к виду КНФ, используя, например, выше-
описанное единичное кодирование формул C g ∧ P f и C f ∧ P g с помощью переменных u1 и u2: 

(C g ∧ P f  ∨⎯u1) ∧ (C f ∧ P g  ∨⎯u2) ∧ (u1 ∨ u2).                      (8) 

КНФ (8) невыполнима тогда и только тогда, когда системы ЧБФ g(x) и f(x) эквивалентны. 
Ясно, что отдельные функции систем ЧБФ f(x) и g(x) могут находиться в отношении реа-

лизуемости и эквивалентности даже тогда, когда эти отношения не имеют места для систем.  
Например, легко убедиться, что эквивалентны функции f1 и g1: 

x1 x2 x3 x4 x5 x6  f1   x1 x2 x3 x4 x5 x6  g1 

1 1 0 – – –  1   1 1 0 – – –  1 
0 0 – 1 0 –  0   – 0 – 1 0 –  0 
1 0 – – 0 –  0   – 1 0 – – 1  1 
– 1 0 0 – 1  1   1 0 – – 0 –  0 , 

построив по аналогии с (8) КНФ (Cf1 ∧ Pg1  ∨⎯u1) ∧ (Cg1 ∧ Pf1  ∨⎯u2) ∧ (u1 ∨ u2) и проверив ее на 
выполнимость с помощью SAT-решателя. 
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Для оценки быстродействия предлагаемого метода проверки реализуемости между систе-

мами ЧБФ был решен ряд примеров, представляющих пары систем ЧБФ, сгенерированных псев-
дослучайным образом [9]. Генерировались системы ЧБФ, заведомо находившиеся в отношении 
реализуемости, так как в этих случаях вопрос о реализуемости сводился к проверке невыполни-
мости (см. утверждение 6) КНФ, на что требовался максимум времени работы SAT-решателя. 

Программа, реализующая метод, была написана на языке С++, в качестве SAT-решателя 
использовалась известная программа MiniSat [4]. Исследования проводились на ПЭВМ Pentium 
IV 2400 МГц. Число аргументов систем ЧБФ варьировалось от 20 до 40, функций – от 20 до 50, 
интервалов области определения системы – от 1000 до 18 000. Время работы программы изме-
нялось от 0,5 с (для простых примеров) до 2000 с (для наиболее сложных примеров). 

Заключение 

Предложенный в работе метод проверки отношений эквивалентности и реализуемости 
между системами частичных булевых функций сводит рассматриваемую задачу к задаче про-
верки выполнимости КНФ и основан на использовании отношения импликации для формиро-
вания КНФ разрешения одной из сравниваемых систем и КНФ запрета другой. Следует заме-
тить, что метод может быть применим и в том случае, когда функции сравниваемых систем 
полностью определены, при условии, что области их определения заданы в явном виде много-
выходными интервалами. 

Нетрудно показать, что размер формируемой предложенным методом КНФ, для которой 
решается задача выполнимости, полиномиально зависит от размерностей сравниваемых систем 
функций. Основное же время при проверке отношений эквивалентности и реализуемости меж-
ду системами ЧБФ приходится на установление выполнимости полученной КНФ. 
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IMPLICATIVE METHOD  
OF PARTIALLY DEFINED BOOLEAN FUNCTIONS ANALYSIS 

We consider a problem of verifying whether systems of partially defined Boolean functions are 
in relation of equivalence or realization. A solution method is proposed. It reduces the considered 
problem to the verification of satisfiability of a conjunctive normal form (CNF), which is constructed 
using implication relation. 
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ПОСТРОЕНИЕ ТЕСТОВ И ВЕРИФИКАЦИЯ ПОТОКОВЫХ МОДЕЛЕЙ  
ЦИФРОВЫХ УСТРОЙСТВ НА ЯЗЫКЕ VHDL 

Предлагается единый подход к верификации проектов и направленному построению тестов 
контроля СБИС, представленных в потоковом виде на уровне RTL на языке VHDL с использованием 
арифметических, логических операторов и оператора If. Задача построения тестов и верификации 
проектов решается на основе КНФ-выполнимости некоторой системы булевых функций. 

Введение 

Проблемы верификации проектов и построения тестов контроля сложнофункциональных 
электронных систем остаются наиболее наукоемкими во всем спектре проблем проектирования 
СБИС [1]. Современные интегральные схемы содержат порядка миллиарда транзисторов на кри-
сталле, и разработка тестов для объектов такого размера на уровне структурного представления 
оказалась практически неразрешимой задачей. В то же время острая потребность в тестах имеет 
место на всех этапах жизненного цикла, начиная с верхних уровней процесса проектирования, так 
как формальные методы верификации развиты недостаточно и верификация проектов на практике 
решается на основе моделирования. Тесты контроля необходимы также на этапе производства для 
отбраковки готовых изделий и при эксплуатации для оценки работоспособности объектов.  

Следует заметить, что быстро развивающаяся электронная отрасль выставляет все новые 
требования к задаче построения тестов. Если в конце прошлого века рассматривалась задача 
эффективного построения теста контроля на уровне заданной структуры объекта, то в настоя-
щее время кроме данной задачи ведется поиск решения задачи построения тестов для систем, 
представленных в разных системах идентификации. 

Подойти к решению задачи построения тестов для контроля СБИС оказалось возмож-
ным на основе идентификации объекта на начальных этапах проектирования, когда имеется 
некоторое поведенческое описание или описание объекта на уровне межрегистровых пере-
дач, которое содержит существенно меньшее число базовых примитивов, чем на структур-
ном уровне. Вопросы разработки тестов контроля СБИС, когда отсутствуют сведения отно-
сительно структурной реализации объекта, решаются преимущественно на основе модели-
рования неисправностей и случайного построения и рассматриваются в работах [2–4]. В ра-
боте [5] предлагается методика построения функциональных неисправностей, аргументиро-
ванно соответствующих неисправностям структурной реализации соответствующего меха-
низма. Известны работы, рассматривающие задачи направленного построения тестов на 
верхних уровнях проектирования [3, 4].  

Общий подход к иерархической генерации тестов СБИС на RTL-уровне [5], основанный 
на том, что каждая операция текстового кода, описывающего объект на уровне RTL, реализует-
ся на структурном уровне некоторым набором аппаратных средств. Тест контроля этих средств 
может быть построен известными методами и средствами на основе структурного представле-
ния устройства. Тест вносится в описание объекта, устанавливаются ограничения на функцио-
нирование объекта. Задача построения теста контроля всего объекта сводится к решению сис-
темы арифметических уравнений с внесенными ограничениями.  

В настоящей работе описывается механизм решения задачи направленной генерации тес-
тов, основанный на построении системы арифметических уравнений и итерационном решении 
задачи КНФ-выполнимости некоторой системы булевых функций.  

Проблема построения тестов непосредственно связана с проблемой верификации проек-
тов сложнофункциональных цифровых систем. На сегодняшний день проблема верификации 
проектов на разных этапах проектирования решается в основном на основе моделирования 
объекта, так как применяемые методы формальной верификации ориентированы на решение 
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некоторых частных задач. Полнота верификации проектов обеспечивается полнотой применяе-
мых при моделировании тестов. Предлагаемый в данной статье метод направлен как на реше-
ние задачи направленного построения тестов контроля, так и на верификацию проекта путем 
моделирования на заданном тесте. Метод исследован на примерах описаний с использованием 
логических операторов, операторов целочисленного сложения, умножения, назначения значе-
ний переменным и сигналам и оператора If.  

1. Структура представления объекта на языке VHDL 

С учетом сложившейся традиции цифровая система рассматривается на уровне RTL 
как две подсистемы: операционная, выполняющая преобразование данных в соответствии с 
заданными алгоритмами, и управляющая, реализующая управление операционной частью. 
Поэтому в качестве математической платформы для описания цифровой системы будем ис-
пользовать описание в виде графов потоков данных и потока управления. Граф потока 
управления – это ориентированный граф с узлами, соответствующими операторам тексто-
вого кода, и ребрами, указывающими порядок выполнения операторов. Граф потока дан-
ных – это ориентированный граф с узлами, соответствующими выполняемым операциям, и 
ребрами, указывающими последовательность операций по преобразованию некоторой пе-
ременной или сигнала.  

Граф потока управления и графы потоков данных разрабатываются при статическом ана-
лизе программного кода. Отображение описания объекта в виде графов потоков данных и по-
тока управления применяется обычно при создании компиляторов. По существу, графы пото-
ков данных и потока управления представляют собой внутреннюю структуру данных компиля-
тора, в которой заложен результат анализа текста описания объекта. К сожалению, внутреннее 
представление объекта в существующих фирменных компиляторах VHDL недоступно для ис-
пользования извне. Большая часть работ по построению графов потоков данных и потока 
управления базируется на применении моделей, построенных вручную. В работе [6] предложе-
на реализация идеи формального построения графа применительно к С-спецификации. Ниже 
приводится структура внутреннего представления RTL-описания для реализации метода на-
правленного построения теста. 

Общая структура DD (decision diagrams) потока управления (рис. 1) есть ориентирован-
ный ациклический граф, в котором вершинами являются операторы языка VHDL. Ориентиро-
ванные ребра соответствуют передаче управления от одной вершины к другой. Каждый опера-
тор программного кода соответствует некоторому узлу DD потока управления. Узел имеет 
маркер, который представляется семеркой вида <Astm, AIF, AElse, Anext, Pout, Pact, Pt>. 

1 Astm AIF or «0» AElse or «0» Anext or «0» Pout Pact Pt 
 

 

    …      

2 Astm AIF or «0» AElse or «0» Anext or «0» Pout Pact Pt 
         …     

 

3 Astm AIF or «0» AElse or «0» Anext or «0» Pout Pact Pt 
…    

 

    

4 Astm AIF or «0» AElse or «0» Anext or «0» Pout Pact Pt 

       .  .  . 

 

    

i Astm AIF or «0» AElse or «0» Anext or «0» Pout Pact Pt 

Рис. 1. Структура DD потока управления 
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Первое значение Astm является адресом выполняемой логической или арифметической 
операции, последующие значения AIF, AElse, Anext представляют собой ссылки на соответст-
вующие узлы графа DD потока управления. Если узел 1 соответствует оператору If и усло-
вие ложно, то AIF = 0, а AElse содержит указатель на узел DD, соответствующий следующему 
выполняемому оператору. Если узел соответствует не оператору If, а некоторому оператору 
с логической или арифметической операцией, то AIF = 0, AElse =0, а Anext содержит указатель 
на некоторый узел DD, соответствующий следующему выполняемому оператору; Pout – при-
знак наблюдаемости; Pact – признак активизации соответствующего оператора; Pt – время 
активизации. 

На рис. 2 изображена структура DD потоков данных: Stm – адрес начала описания узла; 
ID – идентификатор левого операнда соответствующего оператора; Aprvs – ссылка на предшест-
вующий оператор с аналогичным идентификатором левого операнда (или нуль); Anext – ссылка 
на последующий оператор с аналогичным идентификатором левого операнда (или нуль); 
Expression – вычисляемое арифметическое или логическое выражение. 

Stm ID Aprvs or «0» Anext or «0» Expression

Stm1     

Stm2   Anext or «0»  

…     

Stmn     

Рис. 2. Структура DD потоков данных 

На рис. 3 приведен некоторый набор операторов языка VHDL, который  является мо-
дельным и не описывает реальный объект (после оператора 4, перед и после оператора 10 по-
ставлены многоточия). Ниже рассмотрен пример построения DD потока управления (рис. 4) и 
потоков данных (рис. 5) для этого набора операторов.  

entity Vonescnt is 
       port  (X1, X2: in unsigned (7downto 0), rst, clk: in bit; 
                  Z1, Z2:  out  unsigned (7downto 0); 
end Vonescnt; 
architecture Vonescnt_arch of Vonescnt is 
process (rst, clk) 
variable Rab1, Rab2, Rab3, Rab4, Rab5: unsigned (7downto 0); 
      begin 
 1         if (rst =’1’) then  
 2              RAB1:=0; 
 3              RAB2:=0; 
 4         Elsif  (clk’ event and clk=1) then 
                                                        
 5                                                  RAB1:=X1; 
 6                                                  RAB2:=X2; 
 7                    …                          RAB3:=  RAB1+ RAB2; 
 8                    …                          RAB4:=RAB5; 
 9                    …                          Z1<=RAB4; 
10             else                              Z2<=RAB3; 
                       …                          
          end if; 
  end process 
  end Vonescnt; 

Рис. 3. Фрагмент VHDL-кода 
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1 A1
stm AIF AElse «0» P1

out P1
act P1

t 
        

2 A2
stm «0» «0» Anext P2

out P2
act P2

t 
        

3 A3
stm «0» «0» «0» P3

out P3
act P3

t 
        

4 A4
stm AIF «0» «0» P4

out P4
act P4

t 
   …     

5 A5
stm «0» «0» Anext P5

out P5
act P5

t 
        

6 A6
stm «0» «0» Anext P6

out P6
act P6

t 
        

7 A7
stm «0» «0» Anext P7

out P7
act P7

t 
        

8 A8
stm «0» «0» Anext P8

out P8
act P8

t 
        

9 A9
stm «0» «0» Anext P9

out P9
act P9

t 
        

10 A10
stm «0» «0» «0» P10

out P10
act P10

t 

Рис. 4. Структура DD потока управления для примера на рис. 3 

Stm DD Aprvs Anext Expression 

Stm1 RST 0 0 rst=’1’ 
Stm2 RAB1 0 A

5
stm RAB1:=0; 

Stm3 RAB2 0 A
6

stm RAB2:=0; 
Stm4  0 0 clk’ event and clk=1 

  …   
Stm5 RAB1 A

2
stm 0 RAB1:=X1; 

Stm6 RAB2 A
3

stm 0 RAB2:=X2; 
Stm7 RAB3 0 0 RAB3:= RAB1+RAB2;
Stm8 RAB4 0 0 RAB4:=RAB5; 
Stm9 Z1 0 0 Z1:=RAB4; 
Stm10 Z2 0 0 Z2:=RAB3; 

Рис. 5. Структура DD потоков данных для примера на рис. 3 

В теории тестового диагностирования известны методы направленного и случайного по-
строения тестов. Если рассматривать возможность их реализации в указанной выше постанов-
ке, то следует отметить весьма существенную особенность. Если методы построения теста слу-
чайным образом можно пытаться реализовать на основе имеющихся фирменных компиляторов 
языка VHDL, то для направленного построения тестов необходимо знание внутреннего пред-
ставления кода для построения структур графов, которое, к сожалению, не раскрывается разра-
ботчиками компиляторов и не может быть использовано при необходимости. Для построения 
графов необходим синтаксический анализатор программного кода, который используется при 
построении одного графа потока управления, и столько графов потоков данных, сколько пере-
менных описывает полное состояние моделируемой системы.  

Ответственным моментом является выбор моделей неисправностей рассматриваемых опера-
торов кода описания объекта. В настоящее время нет доказательной базы для выбора некоторой 
определенной модели используемой неисправности, поэтому целесообразно работать в более ши-
роком диапазоне моделей, известных в литературе. В данной работе кроме известных моделей, та-
ких как модель выпавшего оператора; замена условного перехода безусловным, одной операции 
некоторой другой; неисправности константного типа некоторой переменной, сигнала, некоторого 
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разряда переменной, будет использоваться также и модель функциональной неисправности, кото-
рая аргументированно соответствует неисправности константного типа реального объекта [5]. 

Научная гипотеза, используемая при разработке метода направленного построения тестов 
на RTL-уровне, формулируется так: для того чтобы найти входные данные, которые позволят 
определить по выходным данным наличие или отсутствие некоторой неисправности в системе, 
представленной в рамках любой системы идентификации, необходимо активизировать неис-
правность, т. е. заставить ее проявиться на выходе некоторого элемента системы, затем заста-
вить ее проявиться хотя бы на одном из выходов системы, после чего необходимо вычислить 
все входные данные, которые позволят сохранить условия, полученные при решении данной 
задачи. Эта гипотеза сформулирована на основе идеи Рота, реализованной при построении тес-
тов контроля объекта на структурном уровне. 

2. Построение и решение системы арифметических уравнений 

Общая идея метода направленного построения тестов контроля цифровых систем, опи-
санных на уровне RTL на языке VHDL, заключается: 

– в переходе от системы арифметических и логических уравнений, описывающих пове-
дение объекта с некоторой внесенной неисправностью, к построению системы КНФ булевых 
функций разрешения; 

– конъюнктивном объединении функций разрешения; 
– решении задачи выполнимости результирующей КНФ разрешения объекта. 
Предположим, что все входные переменные являются целочисленными размерностью n 

бит (mod 2n). Для генерации тестов необходимо:  
– на основе VHDL-кода объекта составить систему арифметических уравнений, описы-

вающих функционирование объекта; 
– выполнить корректировку системы с учетом внесения неисправностей соответствую-

щего оператора;  
– поставить в соответствие каждой целочисленной переменной размерностью n бит 

(mod 2n) логический вектор длины n; 
– итеративно выполнить решение системы. Для получения i-го бита результата арифме-

тические выражения транслируются в КНФ булевых функций разрешения. 
Все полученные КНФ-функции разрешения объединяются по правилу И, решается задача 

КНФ-выполнимости полученной системы булевых функций. Если система выполнима, то по-
лучен i-й бит разрабатываемого теста контроля объекта с внесенной неисправностью. В про-
тивном случае тест не может быть построен, так как внесенные ограничения не могут быть 
удовлетворены. В таком случае для проверки рассматриваемой неисправности необходимо из-
менить систему управления объекта с целью повышения его управляемости и наблюдаемости. 

Пример: рассмотрим фрагмент некоторого VHDL-кода (рис. 6). Здесь A, B, C, S – входные 
данные, L – переменная выхода. Положим, что переменные A, B, C являются целочисленными по 
модулю 2n, а S – однобитовая переменная. На рис. 7 показана система арифметических уравне-
ний, которые описывают функционирование объекта, представленного VHDL-кодом (см. рис. 6). 
В объекте имеется мультиплексор, два сумматора, умножитель и схема сравнения. Построим 
тест, проверяющий правильность выполнения оператора целочисленного сложения G = B + C.  

                 if    S = ‘0’ then 
                       D := A; 
                else D := B; 
                       G := B + C; 
                       E := D + C; 
                       F := E * G; 
                       L := D < G; 
                еnd if; 

                BSASD ** += ; 
                 G = B + C; 
                 E = D + C; 

                        F = E * G; 
                 L = D < G; 

Рис. 6. Фрагмент VHDL-кода Рис. 7. Система арифметических  
уравнений (mod 2n) 
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С данным оператором связаны аппаратные средства (некоторый механизм реализа-
ции), обеспечивающие сложение целых чисел. Положим, что известен тест (последователь-
ность входных наборов) для контроля сумматора по модулю 2n и выбран один набор теста, 
который задает B = 15, C = 1, G’ = 17 по модулю 2n, где G’ – неисправное значение пере-
менной G. Для построения теста контроля рассматриваемого объекта система уравнений 
(рис. 7) должна быть скорректирована, как показано на рис. 8, чтобы обеспечить распро-
странение неисправности к выходам объекта и определение входных переменных. Здесь 
операторы 1–5 описывают исправный исходный объект, операторы 6–8 – процесс внесения 
неисправности, операторы 9–13 задают ограничения, обеспечивающие распространение 
эффекта неисправности к выходу объекта.  

№ 
п/п 

Арифметические 
уравнения 

№
п/п 

Арифметические 
уравнения 

1 D S A S B= × + ×  (mod 2n) 8 G’ = 17 (mod 2n) 
2 G = B + C (mod 2n) 9 G’ ≠ G (mod 2n) 
3 E = D + C (mod 2n) 10 F’ = E * G’ (mod 2n) 
4 F = E * G (mod 2n) 11 F  ≠ F’ (mod 2n) 
5 L = D < G (mod 2n) 12 L’ = D < G’ (mod 2n) 
6 B = 15 (mod 2n) 13 L ≠ L’ (mod 2n) 
7 C = 1 (mod 2n)   

Рис. 8. Система арифметических уравнений (mod 2n) с внесенной неисправностью 

Идея решения подобных систем арифметических уравнений основана на поразрядном 
подходе к вычислению значений и состоит в том, что каждой целочисленной переменной 
m <= 2n ставится в соответствие определенный логический вектор размерности n. Для описания 
алгоритма вычисления системы арифметических уравнений используем логическую функцию 
разрешения, которая задает соотношения между исправными логическими состояниями выво-
дов физических элементов, реализующих определенную логическую функцию.  

Функция F 
f, называемая функцией разрешения для логической функции f, вводится в ра-

боте [7]. Функция F 
f зависит не только от аргументов функции f, но и от самой f и принимает 

значение логической 1 при всех допустимых состояниях входных и выходной переменных. 
Функция F 

f принимает значение 0 при всех недопустимых состояниях входных и выходной пе-
ременных. Для полноты изложения рассмотрим получение функции разрешения F 

f для функ-
ции конъюнкции f = a * b (табл. 1). 

Таблица 1 
Функции разрешения и запрета 

a b f Ff fF  
0 0 0 1 0 
0 1 0 1 0 
1 0 0 1 0 
1 1 1 1 0 
0 0 1 0 1 
0 1 1 0 1 
1 0 1 0 1 
1 1 0 0 1 

Получим СКНФ функции F 
f по табл. 1, выбирая конституэнты 0. Для этого необходимо 

произвести следующие действия: 
1) выбрать наборы аргументов, на которых функция обращается в нуль;  
2) выписать дизъюнкции, соответствующие этим наборам, причем если аргумент хi входит в 

набор как нуль, то в дизъюнкцию он вписывается без изменения. Если же аргумент хi входит в дан-
ный набор как единица, то в соответствующую дизъюнкцию вписывается его отрицание;  
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3) все выписанные дизъюнкции соединить знаком конъюнкции: 

( )( )( )( )( ) ( )( )fF  a b f a b f a b f a b f a f b f a b f= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ = ∨ ∨ ∨ ∨ . 

Функция fF , называемая функцией запрета, принимает значения, инверсные функции разре-
шения F 

f. Выражение функции разрешения для операции поразрядного сложения f a b= ⊕  

выглядит так: ))()()(( fbafbafbafba ∨∨∨∨∨∨∨∨ . 
Отметим, что описание объектов в виде КНФ функций разрешения и решение задачи 

SAT (выполнимости булевой функции) в последнее время достаточно широко используются в 
литературе при решении задач логического проектирования [8–12].  

В табл. 2 приведены однобитовые операции, используемые в рассматриваемом на рис. 8 
примере, и соответствующие функции разрешения в виде КНФ. 

Таблица 2 
Функции разрешения 

Однобитовые 
арифметические 

и логические уравнения 
КНФ функций разрешения 

cbf ∨=  ))()(( fcbfcfb ∨∨∨∨  
f b c= ×  ))()(( fcbfcfb ∨∨∨∨  

baf ⊕=  ))()()(( fbafbafbafba ∨∨∨∨∨∨∨∨

baf ~=  ))()()(( fbafbafbafba ∨∨∨∨∨∨∨∨

f s a s b= × + ×  
( )( )( )

( )( )( )

s a f a b f s b f

s a f s b f a b f

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ×

× ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨
 

baf ≥=  ))(( fafa ∨∨  
cbf <=  ))()(( fcbfcfb ∨∨∨∨  

1=f  f  
0=f  f  

ff ′≠  
( )( )

( )( )

f f f f f f

f f f f f f

′ ′′ ′ ′′∨ ∨ ∨ ∨ ×

′ ′′ ′ ′′× ∨ ∨ ∨ ∨
 

Решение системы уравнений, приведенной на рис. 8, выполняется итеративно. Чтобы од-
новременно решить равенства по модулю 2, объединяем все КНФ разрешения логических 
функций вместе, используя логическую функцию конъюнкции. Чтобы найти второй бит реше-
ния этого уравнения, необходимо найти рекурсивное уравнение по модулю 2 аналогично, ис-
пользуя результаты предыдущей итерации.  

Для вычисления очередного бита результата формируется система функций разрешения, 
соответствующих каждой арифметической функции, затем решается задача выполнимости 
конъюнкции всех функций разрешения. К примеру, для уравнения E = D + C вначале вычисляет-
ся значение младшего бита результата E0 = D0 + C0. После вычисления E0 его результат использу-
ется при формировании следующих битов результата. Для определения порядка вычисления би-
тов высшего порядка из битов более низкого порядка необходимо рассмотреть различные формы 
уравнений. Для операции суммирования, начиная со 2-й итерации, очередной бит результата вы-
числяется следующим образом: Ei = Di + Ci + Pi , где Pi – значение переноса из i + 1-го разряда. 

В табл. 3 приведены функции разрешения для первого бита системы арифметических 
уравнений (см. рис. 8).  
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Таблица 3 
Функции разрешения для вычисления первого бита результата ( 0f ′′  – результат предыдущей итерации) 

Арифметические уравнения Эквивалентные функции разрешения 

00000 ** BSASD +=   (mod 2) 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

( )( )( )

( )( )( )

S A D A B D S B D

S A D S B D A B D

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ×

× ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨
 

000 CBG +=   (mod 2) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( )( )

( )( )

C B G C B G

C B G C B G

∨ ∨ ∨ ∨ ×

× ∨ ∨ ∨ ∨
 

000 CDE +=   (mod 2) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( )( )

( )( )

C D E C D E

C D E C D E

∨ ∨ ∨ ∨ ×

× ∨ ∨ ∨ ∨
 

000 *GEF =   (mod 2) ))()(( 0000000 FGEFGFE ∨∨∨∨  

000 < GDL =   (mod 2) ))()(( 0000000 LGDLGLD ∨∨∨∨  
10 =B   (mod 2) B0 

10 =C   (mod 2) C0 

1'
0 =G   (mod 2) '

0G  

0
'
0 GG ≠   (mod 2) 

' '
00 0 0 0 0

' '
00 0 0 0 0

( )( )

( )( )

G G f G G f

G G f G G f

′′ ′′∨ ∨ ∨ ∨ ×

′′ ′′× ∨ ∨ ∨ ∨
 

0
'

00
' *GEF =   (mod 2) ))(')(( 0

'
00000

'
0 FGEFGFE ∨∨∨∨  

'
00 FF ≠   (mod 2) 

' '
0 0 0 0 00

' '
0 0 0 0 0 0

( )( )

( )( )

F F f F F f

F F f F F f

′′ ′′∨ ∨ ∨ ∨ ×

′′ ′′× ∨ ∨ ∨ ∨
 

0
'

00
' < GDL =   (mod 2) ))()(( 00000

''
0

''
0

' LGDLGLD ∨∨∨∨  

'
00 LL ≠   (mod 2) 

00 0

' '
00 0 0 0 0

' '
0 0 0

( )( )

( )( )

L L f L L f

L L f L L f

′′ ′′∨ ∨ ∨ ∨ ×

′′ ′′× ∨ ∨ ∨ ∨
 

Для рекурсивного вычисления неравенства необходимо учитывать, что оно может быть 
определено только в старшем i-м бите (i от 0 до n – 1). Все функции разрешения объединяются 
знаком конъюнкции, решается задача выполнимости полученной системы булевых функций: 

( ))()(())()(( 000000000000000000 DBADBSDASDBSDBADAS ∨∨∨∨∨∨∗∨∨∨∨∨∨ ) × 

× ( )(*))()(( 000000000000 GBCGBCGBCGBC ∨∨∨∨∨∨∨∨ ) × 

× ( )(*))()(( 000000000000 EDCEDCEDCEDC ∨∨∨∨∨∨∨∨ ) × 

× ( ))()(( 0000000 FGEFGFE ∨∨∨∨ )* ( ))()(( 0000000 LGDLGLD ∨∨∨∨ ) × B0 × C0 × '
0G × 

× ( )(*))()(( 00
'

000
'

000
'

000
'

0 fGGfGGfGGfGG ′′∨∨′′∨∨′′∨∨′′∨∨ ) × 

× ( ))(')(( 0
'

00000
'

0 FGEFGFE ∨∨∨∨ ) × 

× ( )(*))()(( 00
'

000
'

000
'

000
'

0 fFFfFFfFFfFF ′′∨∨′′∨∨′′∨∨′′∨∨ ) × 

× ( ))()(( 00000
''

0
''

0
' LGDLGLD ∨∨∨∨ ) × 

× ( )(*))()(( 0
'

0
'

000
'

000
'

0 000 fLLfLLfLLfLL ′′∨∨′′∨∨′′∨∨′′∨∨ ) = 1. 
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Более детальное рассмотрение примера до момента получения конечного результата 
является громоздким, так как требует описания процедур, связанных с итерационным вы-
числением выполнимости функции разрешения. Рассмотрение примера в статье направлено 
на то, чтобы показать основные этапы построения теста. Дадим интерпретацию ожидаемого 
результата. 

Ярусно-параллельная форма показанного на рис. 6 VHDL-кода включает мультиплексор, 
два сумматора, умножитель и схему сравнения (рис. 9).  

 

Рис. 9. Ярусно-параллельная форма представления кода 

Рассматривается неисправность, которая приводит к появлению ошибочного результата 
G’ = B + C = 17 (B = 15, C = 1) вместо G = B + C = 16 (см. рис 8). Очевидно, что тестом должны 
быть такие значения входных переменных для рассматриваемого кода, т. е. А, B, C и S, при ко-
торых будет выполняться условие L ≠ L’ или F ≠ F’. При этом переменные B и C определены на 
этапе внесения неисправности. Поэтому будут вычислены значения переменных A и S. Для по-
лучения теста контроля объекта по выходу L необходимо определить такие значения парамет-
ров А и S, которые обеспечат выполнение условия L ≠ L’.  

Если S = 1, то для построения теста необходимо, чтобы выполнялись условия 
(D = 15) < (G = 16) и (D = 15) ≥ (G’ = 17) или (D = 15) ≥ (G = 16) и (D = 15) < (G’ = 17), которые 
являются конфликтными. Это говорит о том, что неисправность по выходу L не определяется. 
Если S = 0, то для построения теста необходимо, чтобы выполнялись условия (D = A) < (G = 16) 
и (D = A) ≥ (G’ = 17) или (D = A) ≥ (G = 16) и (D = A) < (G’ = 17). Решением будет А = 16. Тес-
том явится S = 0, А = 16, B = 15, C = 1. 

3. Верификация проектов на RTL-уровне 

Верификация проектов, как известно, занимает большую часть времени проектирования 
сложнофункциональной СБИС. На сегодняшний день основным методом практической вери-
фикации на всех этапах проектирования является моделирование. Такой подход, основанный 
на моделировании, требует наличия тестов. Для моделирования объекта, описанного на языке 
VHDL на уровне RTL, предлагается метод, который заключается в следующем: 

1. Представить VHDL-код в виде системы арифметических уравнений. 
2. Добавить в полученную систему уравнений означивание входных и выходных переменных. 
3. Итеративно решить систему. Для этого перейти от системы арифметических уравнений 

к системе логических функций разрешения, учитывая особенность соответствующей итерации. 
4. Получить КНФ-функцию разрешения и вычислить ее выполнимость. По результатам 

перейти к новому входно-выходному экземпляру теста или закончить моделирование и перейти 
к анализу результатов. 

M 

 + +

*<

A B C 

S 
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E 

L F 

G 
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Рассмотрим моделирование объекта, описанного VHDL-кодом, который приведен на 
рис. 6. Предположим, что известен тест, одним из шаблонов которого является S = 0, A = 34, 
B = 45, С = 7, L = 1, F = 2132. Система арифметических уравнений дополняется тестовыми значе-
ниями входных и выходных переменных и переводится в систему функций разрешения для про-
ведения первого этапа вычислений, затем формируется КНФ функции разрешения конъюнк-
тивным объединением полученных функций и решается задача выполнимости. В табл. 4 приве-
дены система арифметических уравнений и система логических функций разрешения для выпол-
нения первой итерации вычислений. 

Таблица 4 
Функции разрешения для получения первого бита результата верификации 

Арифметические уравнения Эквивалентные функции разрешения 

00000 ** BSASD +=   (mod 2)
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

( )( )( )

( )( )( )

S A D A B D S B D

S A D S B D A B D

∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ×

× ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨
 

G0 = B0 + C0  (mod 2) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( )( )

( )( )

C B G C B G

C B G C B G

∨ ∨ ∨ ∨ ×

× ∨ ∨ ∨ ∨
 

E0 = D0 + C0  (mod 2) 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

( )( )

( )( )

C D E C D E

C D E C D E

∨ ∨ ∨ ∨ ×

× ∨ ∨ ∨ ∨
 

F0 = E0 * G0  (mod 2) ))()(( 0000000 FGEFGFE ∨∨∨∨  

L0 = D0 < G0  (mod 2) ))()(( 0000000 LGDLGLD ∨∨∨∨  

A0= 0  (mod 2) 0A  
B0 = 1  (mod 2) B0 
C0 = 1  (mod 2) C0 
L0 = 1  (mod 2) L0 
F0 = 0  (mod 2) 0F  

Заключение 

Предложенный подход к направленному построению тестов и верификации ориентиро-
ван на проекты цифровых объектов, представленных потоковой моделью на уровне RTL на 
языке VHDL  с использованием арифметических, логических операторов и оператора if-then-
else. При переходе от RTL-уровня к структурному представлению объекта, когда объект рас-
сматривается как сеть из функциональных блоков комбинационного и последовательностного 
типов, для построения тестов применяются другие подходы. 
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CONSTRUCTION OF TESTS AND VERIFICATION  
OF DIGITAL DEVICES FLOW MODELS ON VHDL LANGUAGE 

A unified approach to verification of projects and directed construction of VLSI tests control 
presented at the RTL level in language VHDL is offered. The problem of tests construction and verifi-
cations of projects is solved via CNF-satisfiability of some system of Boolean functions. 
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ИНВАРИАНТНОСТЬ СТАЦИОНАРНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СОСТОЯНИЙ 
НЕОДНОРОДНЫХ СЕТЕЙ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

С МНОГОРЕЖИМНЫМИ СТРАТЕГИЯМИ И ДИСЦИПЛИНОЙ DPS 
Рассматриваются открытые и замкнутые сети массового обслуживания с многорежим-

ными стратегиями, разнотипными заявками и дисциплиной обслуживания «дискриминаторное раз-
деление процессора» (DPS). Устанавливается инвариантность стационарного распределения веро-
ятностей состояний сети по отношению к функциональной форме распределений величин работ, 
требующихся для обслуживания заявок и переключения режимов работы приборов в узлах, при фик-
сированных математических ожиданиях. 

Введение 

Системы и сети массового обслуживания уже давно применяются в качестве вероятностных 
моделей различных информационно-компьютерных систем и сетей [1, 2]. В последнее время они 
также нашли широкое применение в финансовом секторе, производстве, логистике, технике и т. д.  

Для указанных отраслей большое значение имеет изучение сетей, в узлах которых об-
служивающие приборы могут работать с различной производительностью, требовать ремонта 
или замены. Ю.В. Малинковский ввел в рассмотрение сети массового обслуживания с много-
режимными стратегиями [3, 4]. В таких сетях однолинейные узлы могут работать в различных 
режимах, которые характеризуются разной производительностью обслуживающего прибора. 
При этом прибор не выходит из строя полностью – уменьшается его производительность. По-
добные сети исследовались также в работе [5]. 

Вместе с распространением сетей в качестве моделей реальных объектов растет и ак-
туальность их исследования. При этом важную роль играет проблема инвариантности ста-
ционарного распределения вероятностей состояний сетей по отношению к функционально-
му виду распределений величин работ, требующихся для обслуживания заявок и переклю-
чения режимов работы приборов в узлах. Это связано с тем, что в реальных сетях указан-
ные распределения часто отличаются от экспоненциального. Поэтому большую практиче-
скую значимость имеет изучение таких сетей массового обслуживания, в которых заявки 
обслуживаются не только по экспоненциальному закону, а обслуживающие приборы в уз-
лах могут полностью или частично выходить из строя, работать с меньшей (или большей) 
производительностью, требовать ремонта или замены.  

Для вычислительных сетей также представляют интерес модели, описывающие эффект 
разделения средств сети между несколькими требованиями, работами и т. д. При так называемых 
дисциплинах «разделения процессора» все или некоторые группы заявок обслуживаются одно-
временно единственным прибором с переменной скоростью обслуживания, принимающей дроб-
ные значения и изменяющейся во времени в зависимости от состояния сети. К группе данных 
дисциплин относятся «обобщенное разделение процессора» (GPS – Generalized Processor-
Sharing), «справедливое разделение процессора» (EPS – Egalitarian Processor-Sharing), «дискри-
минаторное разделение процессора» (DPS – Discriminatory Processor-Sharing) и др. Подробно они 
рассмотрены в [6]. Свойства инвариантности сетей с разделением процессора исследовались в 
работах Чанди, Ховарда и Тоуслея [7], Келли [8] и др.  

В настоящей работе впервые исследуются открытые и замкнутые сети с многорежимными 
стратегиями и дисциплиной обслуживания DPS, для которых величины работ по обслуживанию 
заявок и переключению режимов приборов в узлах имеют произвольные законы распределения, а 
сами заявки являются разнотипными.  
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1. Постановка задачи 

Рассматриваются открытые и замкнутые сети с многорежимными стратегиями обслужи-
вания, состоящие из N узлов, в которых циркулируют заявки M типов. Принадлежность заявки 
определенному типу обусловливает количество работы, необходимое для обслуживания данной 
заявки прибором узла.  

В случае открытой сети поступающий поток заявок – простейший с интенсивностью λ . 
Каждая заявка входного потока независимо от других заявок направляется в l-й узел и стано-

вится заявкой типа u с вероятностью ),(0 ulp , Nl ,1= , Mu ,1=  (∑∑
= =

=
N

l

M

u
ulp

1 1
),(0 1). В случае замк-

нутой сети в ней циркулирует ∞<=∑
=

Nln
N

l 1

)(  заявок, где n(l) – общее число заявок в l-м узле. 

Обслуживание заявок в узлах осуществляется в соответствии с дисциплиной обслужива-
ния DPS. Поступившая в узел заявка сразу начинает обслуживаться (очередь в ее традицион-
ном понимании отсутствует). В моменты поступления новых или ухода обслуженных заявок 
происходят скачки скорости обслуживания. При такой дисциплине каждая заявка имеет свою 
скорость выполнения работы по обслуживанию, которая пропорциональна числу заявок данно-
го типа в рассматриваемом узле и обратно пропорциональна общему числу заявок в узле.  

После обслуживания в l-м узле заявка типа u мгновенно и независимо от других заявок 
направляется в k-й узел и становится заявкой типа v с вероятностью ),)(,( vkulp , а с вероятностью 

0),( ulp  покидает сеть (∑∑
= =

=+
N

k

M

v
ulvkul pp

1 1
0),(),)(,( 1  для открытой сети и ∑∑

= =

=
N

k

M

v
vkulp

1 1
),)(,( 1 для замк-

нутой сети; Nkl ,1, = ; Mvu ,1, = ).  
В каждом узле l находится единственный обслуживающий прибор, который может 

работать в 1+lr  режимах lr...,,1,0 , Nl ,1= . В качестве основного режима работы полагается 
режим 0. Во время переключения прибора с одного режима работы на другой число заявок в 
узле не меняется. Переход возможен только на соседние режимы. Под соседними понимаются 
режимы, номера которых имеют разницу ±1. 

Состояние сети в момент времени t будем характеризовать вектором 
( ))(),...,(),()( 21 txtxtxtx N= , где ( ) ( ))(),(),...,(),()(),()( 21 tjtxtxtxtjtxtx llMlllll ==  описывает состоя-

ние l-го узла в момент времени t. Здесь )(txlu  – число заявок u-го типа в l-м узле в момент времени 
t, )(tjl – режим, в котором работает l-й узел в момент времени t. Тогда )(tx  обладает не более чем 
счетным фазовым пространством состояний NXXXX ×××= ...21 , где 

( ){ }lllullMlllll rjMuNlxjxxxjxX ,0,,1,,1,...;2,1,0,,,...,,),( 21 ====== , в случае открытой сети и 
конечным фазовым пространством состояний )...:...( 2121 ∞<=+++×××∈= NxxxXXXxY NN  

в случае замкнутой сети. Здесь lux  – число заявок типа u в l-м узле, ∑
=

=
M

u
lul xx

1

 – общее число зая-

вок в l-м узле.  
Обозначим через )0,0(  такое состояние l-го узла, когда в нем отсутствуют заявки и узел 

функционирует в режиме работы 0. 
Количество работы по обслуживанию поступившей в l-й узел заявки u-го типа является 

случайной величиной с произвольной функцией распределения )~(uBlu  и математическим ожи-
данием ∞<τlu .  

Пусть в момент времени t состояние l-го узла есть вектор ).,( ll jx  Тогда работа по обслу-

живанию заявки типа u выполняется со скоростью 
l

lu
llululllulu x

x
jxjxx ),(),,( α=α , если в узле 

находится всего lx  заявок, lux  заявок типа u и узел работает в режиме lj  
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),0,,1,,1( ll rjMuNl === . При этом полагается, что 0),,( >α lllulu jxx , если 0≠lux ; 
0),,( =α lllulu jxx , если 0=lux  или 0=lx . 

Пусть ),( lll jxv  – скорость выполнения работы по переходу l-го узла из режима lj  в ре-
жим 1+lj  ( 1,0 −= ll rj ); ),( lll jxϕ  – скорость выполнения работы по переходу l-го узла из ре-
жима lj  в режим 1−lj  ( ll rj ,1= ). Полагается, что 0),( =lll rxv , .0)0,( =ϕ ll x  

Количество работы, необходимое для перехода прибора l-го узла из основного (нулевого) 
режима в режим 1, является случайной величиной с произвольной функцией распределения 

)~,0( ulΦ  и математическим ожиданием ∞<η )0(l . При этом если в момент времени t состояние 
узла есть вектор )0,( lx , то работа по осуществлению указанного перехода выполняется со ско-
ростью )0,( ll xv .  

Для состояния ),( ll jx , у которого 11 −≤≤ ll rj , количество работы, необходимое для из-
менения режима (на 1−lj  или 1+lj ), также является случайной величиной с произвольной 
функцией распределения )~,( ujllΦ  и математическим ожиданием ∞<η )( ll j . Если в момент 
времени t состояние узла есть ),( ll jx , то работа по изменению режима выполняется со скоро-

стью ),(),( llllll jxjxv ϕ+ , при этом с вероятностью 
),(),(

),(

llllll

lll

jxjxv
jxv
ϕ+

 прибор l-го узла пе-

реходит в режим 1+lj , а с вероятностью 
),(),(

),(

llllll

lll

jxjxv
jx
ϕ+

ϕ
 – в режим 1−lj .  

Аналогично количество работы, необходимое для перехода прибора l-го узла из режима 
lr  в 1−lr , имеет произвольную функцию распределения )~,( urllΦ  и математическое ожидание 

∞<η )( ll r . При этом если в момент времени t состояние узла – ),( ll rx , то работа по осуществ-
лению указанного перехода выполняется со скоростью ),( lll rxϕ .  

Полагаем, что матрица маршрутизации )( ),)(,( vkulp , Mvu ,1, = , неприводима (в случае от-

крытой сети Nkl ,0, = , 0),0)(,0( =vup , а в случае замкнутой сети Nkl ,1, = ).  
Тогда система уравнений трафика в случае открытой сети принимает вид 

0( , ) ( , )( , )
1 1

, 1, , 1, ,
N M

lu l u kv k v l u
k v

p p l N u M
= =

ε = λ + ε = =∑∑                                      (1) 

где luε  – средняя интенсивность поступления в l-й узел заявок типа u. 
Данная система уравнений трафика имеет единственное положительное решение 

( , 1, , 1, )lu l N u Mε = = , что можно доказать, перенумеровав соответствующим образом элемен-
ты матрицы вероятностей переходов. В результате получим систему уравнений трафика сети 
Джексона, для которой доказано существование единственного положительного решения [9]. 

Аналогично в случае замкнутой сети система уравнений трафика 

( , )( , )
1 1

, 1, , 1, ,
N M

lu kv k v l u
k v

p l N u M
= =

ε = ε = =∑∑                                              (2) 

имеет единственное с точностью до постоянного множителя положительное решение 
( , 1, , 1, )lu l N u Mε = = .  

При данном описании очередь в традиционном ее понимании отсутствует. Однако заяв-
ки, поступающие в узел и уже находящиеся там на обслуживании, можно пронумеровать в за-
висимости от количества выполненной работы по их обслуживанию. Таким образом, состояние 
l-го узла в момент времени t может быть уточнено вектором ( )( ) ( ), ( )l l lx t x t j t= =  

( )1 2( ), ( ),..., ( ), ( )l l lM lx t x t x t j t=
1 211 12 1 21 22 2 1 2( ( ), ( ),..., ( ); ( ), ( ),..., ( );...; ( ), ( ),...,

l ll l l x l l l x lM lMx t x t x t x t x t x t x t x t=  
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( ); ( ))

lMlMx lx t j t , где )(1 txlu  – заявка типа u, поступившая в l-й узел первой среди находящихся 
там в момент времени t заявок типа u; )(tx

lulux  – заявка типа u, поступившая в l-й узел послед-

ней среди находящихся там в момент времени t заявок типа u, Mu ,1= . 
Пусть ( )lun tψ  – количество работы, которое осталось выполнить с момента t для завершения 

обслуживания заявки типа u, стоящей на позиции n в l-м узле, 
111 12 1( ) ( ( ), ( ),..., ( );

ll l l l xt t t tψ = ψ ψ ψ  

221 22 2 1 2( ), ( ),..., ( );...; ( ), ( ),..., ( )),
l lMl l l x lM lM lMxt t t t t tψ ψ ψ ψ ψ ψ  Nl ,1= . 

Пусть )(t
lljξ  – количество работы, которое осталось выполнить с момента t для перехода 

прибора l-го узла из режима lj  в соседний режим, ))(),...,(),(()( )(,)(,2)(,1 21
tttt tjNtjtj N

ξξξ=ξ .  
Таким образом, 

( ) ( , ) ;lun lu
lu lu l

l

t xx j
t x

∂ψ
= −α

∂
 

( )( ) ( 0)

( )
( , ) ( , ) ,l

l l l

lj
l l l j r l l l j

t
v x j I x j I

t ≠ ≠

∂ξ
= − + φ

∂
 

когда состояние l-го узла есть ),( ll jx . Здесь IA – индикатор события А, равный 1, если событие 
А происходит, и равный 0, если событие А не происходит. 

В общем случае процесс )(tx  не является марковским, поэтому рассмотрим кусочно-
линейный марковский процесс ( ))(),(),()( tttxt ξψ=ζ , полученный путем добавления к )(tx  не-
прерывных компонент ))(...,),(),(()( 21 tttt Nψψψ=ψ  и )(tξ . 

Под { })(xPP =  будем понимать стационарное распределение вероятностей состояний 
процесса )(tx . 

Введем в рассмотрение стационарные функции распределения вероятностей состояний 
кусочно-линейного процесса )(tζ : 

;,...,,;...;,...,,;,...,,,(),,(
11211 121111212212111112111 MMxMMxx yyyyyyyyyxFzyxF =  

;...;,...,,;...;,...,,;,...,,
22221 222122222222121212211 MMxMMxx yyyyyyyyy  

=),...,;,...,,;...;,...,,;,...,, ,,1212222111211 121 NNMNN jNjNMxNMNMxNNNxNNN zzyyyyyyyyy  
{ ;...;)(...,,)(,)(;)(lim

11 1112121111 ll xlxlllllt
ytytytxtxP <ψ<ψ<ψ==

∞→
 

;,1,)(,...,)(,)( 2211 Nlytytyt
lMlM lMxlMxlMlMlMlM =<ψ<ψ<ψ  

}1 11, ( ) 1, , ( ) ,( ) ,..., ( ) .
N Nj t j N j t N jt z t zξ < ξ <  

Обозначим )0()( ),(),(),( ≠≠ ϕ+=ϑ
lll jlllrjllllll IjxIjxvjx . 

2. Основной результат для открытой сети 

В работе [10] был рассмотрен случай, когда длительности обслуживания заявок имеют экс-
поненциальное распределение, т. е. для l-го узла { }ujxxuB lllululu

~),,(exp1)~( μ−−=  )0~( >u , где 
),,( lllulu jxxμ  – интенсивность обслуживания заявок типа u в l-м узле. Тогда )(tx  – марковский 

процесс с непрерывным временем. Установлено, что при выполнении условий 

=−ϕμ−ν ),,...,1,...,(),()1,,...,,( 121 llMlullllulullMlll jxxxjxjxxx  
),,,...,,()1,()1,,...,1,...,( 211 llMlllllulullMlull jxxxjxjxxx ϕ−μ−−ν=  

0, 1, , 1, , 1, ;lu l lx u M l N j r≠ = = =  

(3)
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∞<
ϕ

−ν
μ

ε∑ ∏ ∏ ∏∏
∈ = = ==Xx
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l
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u
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k l

l
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w llulu

x
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llulu
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jwx
xxq

1 1 11 ),0(
)1,0(
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!)( ,                                 (4) 

( ) ∑∑∑
= ==

μ+ϕ+ν+λ=
N

l

M

u l

lu
llulu

N

l
llllll x

x
jxjxjxxq

1 11

),(),(),()( , 

марковский процесс )(tx  эргодичен, а его стационарное распределение имеет мультипликатив-
ную форму 

),(...)()()( 2211 NN xpxpxpxP ××=  

где ),0,0(
),0(

)1,0(
),(

1
!

!),(
1 11

l

M

u

j

k l

l
x

w llulu

x
lu

llll p
k

k
jwx

xjxp
llulu

∏ ∏∏
= == ϕ

−ν
μ

ε
=  luε  находятся из (1), а 

.
),0(

)1,0(
),(

1
!

!)0,0(
1

1 11

−

∈ = ==
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ϕ
−ν

μ
ε

= ∑ ∏ ∏∏
ll

llulu

Xx

M

u

j

k l

l
x

w llulu

x
lu

ll k
k

jwx
xp  

Для описанных выше открытых сетей в случае, когда количество работы по обслужива-
нию поступившей в узел заявки имеет произвольную функцию распределения )~(uBlu , а коли-
чество работы по переключению режима работы прибора в узле – произвольную функцию рас-
пределения )~,( uklΦ , справедлива следующая теорема. 

Теорема 1. Если выполнены условия 
=−ϕα−ν ),,...,1,...,(),()1,,...,,( 121 llMlullllulullMlll jxxxjxjxxx  
),,,...,,()1,()1,,...,1,...,( 211 llMlllllulullMlull jxxxjxjxxx ϕ−α−−ν=  

0, 1, , 1, , 1, ;lu l lx u M l N j r≠ = = =  

(5)

( )
( ) ,

,0
1,0

),(!
!)(

1 1 11

∞<
ϕ

−ν
α

τε∑ ∏ ∏ ∏∏
∈ = = ==Xx

N

l

M

u

j

k l

l
x

w llu

lu

lu

x
lu

l

llulu

k
k

jwx
xxq                             (6) 

где ( )MuNllu ,1,,1, ==ε  – решение системы уравнений трафика (1); 

∑ ∑
= =

−−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

τ
α

+ϕη+νη+λ=
N

l

M

u l

lu

lu

llulu
llllllllll x

xjxjxjjxjxq
1 1

11 ),(),()(),()()(  – интенсивность выхода из 

состояния х, то процесс )(tζ  эргодичен, при этом стационарные функции распределения 
вероятностей состояний ),,( zyxF  определяются по формулам  

×××= )(...)()(),,( 2211 NN xpxpxpzyxF  

( ) ( )
,

1 1

1 1 1 10 0

1 ( ) ( ) 1 ( , ) ,
l jluw llu

zyxN M N

lu lu l l l l
l u w l

B u du j j u du x X− −

= = = =

× τ − η −Φ ∈∏∏∏ ∏∫ ∫ , 
(7)

где 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

0, 1( ), ! 0,0
(0) ! ( , ) 0,

lu lu lx x jM
ll l lu lu

l l l l l
u w kl lu lu l l

kjp x j x p
x w j k= = =

ν −η ε τ
=
η α φ∏ ∏ ∏ ;                        (8) 

( ) ( )
( )

1

1 1 1

0, 1
0,0 (0) ! ( )

! ( , ) 0,

lu lu l

l l

x x jM
llu lu

l l l l l
x X u w klu lu l l

k
p x j

x w j k

−

∈ = = =

⎡ ⎤ν −ε τ
⎢ ⎥= η η

α φ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∏ ∏ ∏ , 

, 1,x X l N∈ = . 

(9)

Дока з а т ель с тво. Пусть выполнены условия (3), (4), т. е. в случае, когда )(tx  – марков-
ский процесс, существует стационарное эргодическое распределение )(tx . Тогда, по-видимому, и в 
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общем случае при выполнении условий (5), (6) существует стационарное эргодическое распределе-
ние процесса )(tζ , так как )(tζ  получается из )(tx  добавлением непрерывных компонент, а 

),,(),,( 11
lllulululllulu jxxjxx −− ατ=μ . Строгое доказательство этого факта может быть проведено, ес-

ли учесть, что процесс )(tζ  является регенерирующим. Функционирование сети схематично мож-
но представить как чередование периодов, когда сеть находится в состоянии 0 (в каждом узле сети 
нет заявок и прибор работает в нулевом режиме), и периодов занятости сети (в противном случае). 
Далее доказательство сводится к применению предельной теоремы Смита для регенерирующих 
процессов [11, с. 41], при этом учитывается, что среднее время обслуживания заявки равно средне-
му времени обслуживания заявки в марковском случае, а среднее время переключения режима 
прибора равно среднему времени переключения режима прибора в марковском случае. 

Для упрощения процедуры доказательства введем в рассмотрение некоторые вспомога-
тельные обозначения и операторы: 

( )( )1 1,..., ,..., 1,..., , ,..., ;lu l lu lM l Nx e x x x x j x± = ±  

( ) ( )( )1 1 1,..., ,..., 1,..., , ,..., ,..., 1,..., , ,..., ;lu kv l lu lM l k kv kM k Nx e e x x x x j x x x j x+ − = + −  
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1, .lun x=  

Для ),,( zyxF  справедлива следующая система дифференциально-разностных уравнений:  
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В полученных уравнениях предполагается, что если аргумент функции ),,( zyxF  не при-
надлежит фазовому пространству, т. е. Xx∉ , то 0),,( =zyxF . 

Разобьем эту систему уравнений на уравнения локального баланса следующим образом: 
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(13)

Функции распределения вероятностей ),,( zyxF , определенные формулами (7)–(9), явля-
ются решением уравнений (11)–(13) и, значит, уравнений (10).  

Действительно, подставим (7) в (11) и разделим обе части полученного соотношения на 

),,( zyxF . Результатом будет являться следствие уравнения трафика ∑∑
= =

ε=λ
N

l

M

u
ullu p

1 1
0),( .  

Подставим (7) в (12), приведем подобные слагаемые и разделим обе части полученного со-
отношения на )),(,()( ),,( zyTexFyB nullulunlu

−− . Результатом будет являться уравнение трафика (1).  
Наконец, подставим (7) в (13). Учитывая (5), получим тождество.  
Теорема 1 доказана. 
Следствие 1. Если выполняются соотношения (5), (6), то процесс )(tx  эргодичен, а его 

стационарное распределение { }XxxPP ∈= ),(  не зависит от вида функций распределения 
)~(uBl , )~,( uklΦ  и имеет вид  

),(...)()()( 2211 NN xpxpxpxP ××=  

где )( ll xp  определяются по формулам (8), (9).  

3. Основной результат для замкнутой сети 

Для замкнутой сети справедлива следующая теорема. 
Теорема 2. Процесс )(tζ  эргодичен. Если выполняются соотношения  

=−ϕα−ν ),,...,1,...,(),()1,,...,,( 121 llMlullllulullMlll jxxxjxjxxx  
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то стационарные функции распределения вероятностей состояний ),,( zyxF  определяются 
по формулам  

×××= )(...)()(),,(),,( 2211 NN xpxpxpNMNCzyxF  
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Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1. 
Из теоремы 2 вытекает следующее утверждение. 
Следствие 2. Процесс )(tx  эргодичен. Если выполняются соотношения (14), то его ста-

ционарное распределение { }YxxPP ∈= ),(  не зависит от функционального вида распределений 
)~(uBl , )~,( uklΦ  и имеет вид  

1 1 2 2( ) ( , , ) ( ) ( ) ... ( )N NP x C N M N p x p x p x= × × , 

где )( ll xp  определяются по формулам (15), а ),,( NMNC – по формуле (16).  

Заключение 

Исследованы открытые и замкнутые сети массового обслуживания, в которых циркули-
руют заявки нескольких типов. В случае открытой сети входной поток заявок – простейший. 
В каждом из узлов находится единственный прибор, который может работать в нескольких ре-
жимах. Дисциплина обслуживания заявок прибором – «дискриминаторное разделение процес-
сора» (DPS). Количество работы по обслуживанию заявки и количество работы по переключе-
нию режима прибора в узле являются случайными величинами с произвольными функциями 
распределения.  

Установлены условия нечувствительности стационарного распределения вероятностей со-
стояний указанных сетей к виду законов распределения величин работ, требующихся на обслужи-
вание заявок и переключение режимов приборов в узлах, если фиксированы первые моменты этих 
законов. Также определено, что стационарное распределение сети имеет форму произведения, где 
каждый множитель есть стационарное распределение изолированного узла, помещенного в фик-
тивную окружающую среду с пуассоновским входящим потоком. Этот результат был получен с 
помощью метода расширения фазового пространства, когда процесс, описывающий поведение сети 
(вообще говоря, немарковский), дополняют непрерывными компонентами. 

Автор выражает благодарность своему научному руководителю, профессору Ю.В. Малин-
ковскому, за полезные обсуждения и помощь в анализе полученных результатов. 
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A.R. Eryomina 

INVARIANCE OF STATIONARY STATE DISTRIBUTION  
OF HETEROGENEOUS QUEUING NETWORKS  

WITH MULTIMODE STRATEGIES AND DPS DISPATCHING RULE 

Open and closed queueing networks with multimode strategies, polytypic demands and Discri-
minatory Processor-Sharing dispatching rule are considered. It is established that the stationary distri-
bution is invariant with regard to functional form of distribution of work quantities, which are required 
for servicing and switching, provided that the expectation values are fixed. 
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АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ПАРЕТО-ОПТИМАЛЬНОГО ПОРТФЕЛЯ  
ПРОЕКТОВ БИКРИТЕРИАЛЬНОЙ ИНВЕСТИЦИОННОЙ ЗАДАЧИ 

С КРИТЕРИЯМИ ВАЛЬДА И СЭВИДЖА 

Находятся нижняя и верхняя достижимые оценки радиуса устойчивости парето-
оптимального портфеля двухкритериальной инвестиционной булевой задачи с максиминным крите-
рием эффективности (доходности) и минимаксным критерием риска упущенной выгоды. 

Введение 

В работе [1] были получены оценки радиуса устойчивости лексикографически оптимального 
портфеля многокритериальной инвестиционной булевой задачи Марковица с упорядоченными по 
важности минимаксными критериями рисков Сэвиджа при условии, что в пространствах портфе-
лей, рисков и состояний рынка задана одна и та же октаэдральная норма 1l . В настоящей работе 
устанавливаются нижняя и верхняя достижимые (неулучшаемые) оценки радиуса устойчивости 
парето-оптимального портфеля бикритериальной инвестиционной задачи с максиминным критери-
ем Вальда для доходности и минимаксным критерием Сэвиджа для риска упущенной выгоды. При 
этом анализ устойчивости портфеля к возмущениям исходных данных (оценок эффективности и 
меры риска) проводится в предположении, что в пространстве портфелей задана октаэдральная 
норма 1l , а в пространстве состояний рынка – чебышевская норма ∞l . Применение таких норм су-
щественно видоизменяет технику доказательства оценок радиуса устойчивости по сравнению с 
аналогичной техникой, использованной в [1]. Кроме того, паретовский принцип оптимальности по 
сравнению с лексикографическим требует учета двух критериев, а не одного первого, как в [1]. 
И, наконец, разнородность критериев (MAXMIN и MINMAX) создает дополнительную громозд-
кость в изложении доказательств теорем в настоящей статье. 

Отметим, что анализу устойчивости в области теории расписаний и разработке методов 
решения оптимизационных задач с неопределенными параметрами посвящен ряд работ бело-
русских авторов [2, 3]. 

1. Постановка задачи и основные определения 

Рассмотрим бикритериальный вариант булевой задачи управления инвестициями, 
основанный на портфельной теории Марковица [4]. Для этого введем ряд обозначений. Пусть 

},{1,2,= nNn …  – альтернативные инвестиционные проекты (активы); mN  – возможные 
(прогнозные) состояния (ситуации) рынка. Отсюда следует, что mN  – множество вариантов 
сценариев развития. Пусть 1=jx , если проект nNj∈  реализуется, и 0=jx  в противном 

случае. Инвестиционным портфелем назовем булев вектор T
21 ),,,(= nxxxx … . Через nX {0,1}⊂  

будем обозначать множество всех возможных инвестиционных портфелей, т. е. тех портфелей, 
реализация которых не превосходит начального капитала инвестора. 

Для каждого состояния рынка mNi∈  инвестиционный портфель Xx∈  будем оценивать 
двумя показателями (аддитивными функциями): .и jij

Nj
jij

Nj

xrxe
nn ∈∈

∑∑  Здесь ije  – ожидаемая 

оценка эффективности (чистый доход) проекта nNj∈  в случае, когда рынок находится в 
состоянии mNi∈ ; ijr  – мера риска, которому подвергается инвестор, выбирая проект nNj∈  
при i -м состоянии рынка. Отметим, что существует несколько подходов при оценке 
эффективности и риска инвестиционных проектов (см., например, [5–8]). Таким образом, 
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исходными данными задачи являются две матрицы – матрица эффективности nm
ijeE ×∈R][=  и 

матрица рисков nm
ijrR ×∈R][= . 

Желание инвестора выбрать наиболее прибыльный портфель всегда вступает в 
противоречие с желанием обеспечить вложения с наименьшим риском. Эти обстоятельства 
вместе с неопределенностью рынка, недостаточной осведомленностью об условиях, в которых 
будет проходить выбор проектов, приводят к необходимости использования двух критериев – 
максиминного критерия эффективности Вальда [9, 10] 

( , ) = min = min max
m m

n

i ij ji N i N x Xj N
e x E E x e x

∈ ∈ ∈∈

→∑  

и минимаксного критерия риска Сэвиджа [11] 

( , ) = max = max min,
m m

n

i ij j x Xi N i N j N
r x R R x r x

∈∈ ∈ ∈

→∑  

где ),,,(= 21 iniii eeeE … , ),,,(= 21 iniii rrrR …  – i -е строки матриц E  и R  соответственно. 
Таким образом, согласно критерию Вальда инвестор в условиях непредсказуемости 

состояния рынка выбирает тот портфель, при котором величина суммарной эффективности 
принимает наибольшее значение в самой неблагоприятной ситуации, а именно тогда, когда 
эффективность минимальна. Следуя критерию Сэвиджа (критерию «узкого места»), инвестор 
также проявляет крайнюю осторожность, оптимизируя риск портфеля в предположении, что 
рынок находится в самом невыгодном для него состоянии. Очевидно, что оба подхода могут 
быть продиктованы лишь крайним пессимизмом в оценке рыночной ситуации и их 
использование целесообразно только тогда, когда речь идет о необходимости достижения 
гарантированного результата. 

Отметим, что в теории оптимизации задачи с минимаксными и максиминными 
критериями занимают видное место [12–14]. Эти критерии характерны, в частности, для 
моделей игрового характера [15, 16]. Минимаксная концепция оптимизации реализуется и как 
способ наилучшего чебышевского приближения функции. 

Под бикритериальной инвестиционной булевой задачей ),( REZ m  будем понимать задачу 
поиска множества парето-оптимальных инвестиционных портфелей (множества Парето) 

)},|(:{=),(
,

xxXxXxREP
RE

m ′−∈′∃/∈  

где символ 
RE ,

|−  обозначает бинарное отношение, задаваемое на множестве портфелей X  формулой 

).,,(),,(&),(),(&),(),(|
,

RExfRExfRxrRxrExeExexx
RE

′≠′≥′≤⇔′−  

Здесь )),(),,((=),,( RxrExeRExf . 
Очевидно, что частным случаем инвестиционной задачи ),( REZ m  (при 1=m ) является 

двухкритериальная задача линейного булева программирования. Такой случай можно 
трактовать как ситуацию, при которой состояние рынка не вызывает сомнений. 

В пространстве портфелей nR  зададим октаэдральную норму 1l , а в пространстве рыночных 
состояний mR  – чебышевскую норму ∞l , т. е. для любой матрицы nmD ×∈R  положим 

1 = | |, ;
n

i ij m
j N

D d i N
∈

∈∑  

1= max = max | |,
m m

n

i iji N i N j N
D D d

∞ ∈ ∈ ∈
∑  
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где iD  – i -я строка матрицы D . Таким образом, 
∞

≤ DDi 1  для любого индекса mNi∈ . 

Кроме того, используя очевидные при nx E∈  неравенства 
1ii DxD −≥ , mNi∈ , для любых 

портфелей x  и x′  выводим 

.,,2 mii NiiDxDxD ∈′−≥′−
∞′                                                    (1) 

Будем исследовать устойчивость парето-оптимального инвестиционного портфеля 
),(0 REPx m∈  к возмущениям параметров векторного критерия ),,( RExf  путем прибавления к 

паре исходных матриц ),( RE  пары возмущающих матриц множества 

0.>},<&<:),{(=)( εε′ε′×∈′′εΩ
∞∞

×× RERE nmnm RR  

В этом контексте ),( RREEZ m ′+′+  – возмущенная задача с множеством Парето 
),( RREEPm ′+′+ . 

По аналогии с [17–19] радиусом устойчивости инвестиционного портфеля ),(0 REPx m∈  
назовем число 

0 sup , если ;
( , , )

0, если ,
m x E R

Ξ Ξ ≠∅⎧
ρ = ρ = ⎨ Ξ =∅⎩

 

где ))},(()(),(:0>{= 0 RREEPxRE m ′+′+∈εΩ∈′′∀εΞ . Таким образом, радиус устойчивости 
задает предельный уровень возмущений исходных данных задачи (элементов матриц E  и R ), 
при которых сохраняется парето-оптимальность портфеля 0x . 

Методом от противного нетрудно доказать следующую лемму. 
Лемма. Пусть портфель ),(0 REPx m∈ , 0>ε . Если при каждой паре возмущающих 

матриц )(),( εΩ∈′′ RE  и любом портфеле 0xx ≠  справедливо хотя бы одно из неравенств 

0( , ) > ( , )e x E E e x E E′ ′+ + ;                                                   (2) 
0( , ) < ( , )r x R R r x R R′ ′+ + ,                                                   (3) 

то 0x  является парето-оптимальным портфелем возмущенной задачи ),( RREEZ m ′+′+ , 
т. е. ),(0 RREEPx m ′+′+∈  при )(),( εΩ∈′′ RE . 

2. Оценки радиуса устойчивости 

Для портфеля ),(0 REPx m∈  задачи ),( REZ m  введем обозначение 

}},{\:),({min= 00 xXxxx ∈ψϕ  

где 
0 0 0( , ) = max{max min( ), min max ( )}.

m mm m
i i i ii N i Ni N i N

x x E x E x R x R x′ ′′ ′∈ ∈∈ ∈
ψ − −  

Поскольку ),(0 REPx m∈  и для каждого портфеля 0xx ≠  выполняется соотношение 

0,)},(),(),,(),({max=),( 000 ≥−−ψ ExrExrExeExexx                                 (4) 

то очевидно неравенство 0≥ϕ . 
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Теорема 1. Для радиуса устойчивости ),,( 0 RExmρ  любого парето-оптимального 
портфеля 0x  бикритериальной инвестиционной задачи ),( REZ m , 1≥m , справедливы оценки 

.),,(/2 0 ϕ≤ρ≤ϕ RExm  

Дока з а т ель с тво. Сначала убедимся в справедливости неравенства ≥ρ  /2ϕ , которое 
очевидно при 0=ϕ . Пусть 0>ϕ . Согласно определению числа ϕ  для любого портфеля 

}{\ 0xXx∈  выполняется неравенство ϕ≥ψ ),( 0 xx . Тогда возможны два случая. 
Случай 1. Портфель }{\ 0xXx∈  таков, что ввиду (4) имеет место неравенство 

.),(),( 0 ϕ≥− ExeExe  

Тогда, учитывая (1), для любой матрицы nmE ×∈′ R  с нормой /2< ϕ′
∞

E  выводим 

0 0

0 0 0

( , ) ( , ) = min( ) min( ) =

= max min( ) ( , ) ( , ) 2

2 > 0,

m m

mm

i i i ii N i N

i i i ii Ni N

e x E E e x E E E E x E E x

E x E x E x E x e x E e x E E

E

∈ ∈

′ ′ ∞′∈∈

∞

′ ′ ′ ′+ − + + − +

′ ′ ′− + − ≥ − − ≥

′≥ ϕ −

 

т. е. справедливо неравенство (2). 
Случай 2. Портфель }{\ 0xXx∈  таков, что ввиду (4) выполняется неравенство 

.),(),( 0 ϕ≥− ExrExr  

Отсюда, вновь учитывая (1), для любой матрицы nmR ×∈′ R  с нормой /2< ϕ′
∞

R  получаем 

0 0

0 0 0

( , ) ( , ) = max( ) max( ) =

= min max( ) ( , ) ( , ) 2

2 > 0,

m m

m m

i i i ii N i N

i i i ii N i N

r x R R r x R R R R x R R x

R x R x R x R x r x R r x R R

R

∈ ∈

′ ′ ∞′∈ ∈

∞

′ ′ ′ ′+ − + + − +

′ ′ ′− + − ≥ − − ≥

′≥ ϕ −

 

т. е. справедливо неравенство (3). 
Итак, для любого портфеля 0xx ≠  и любой пары возмущающих матриц ∈′′ ),( RE  /2)(ϕΩ  

выполняется одно из неравенств (2) или (3). Поэтому согласно лемме заключаем, что портфель 
),(0 RREEPx m ′+′+∈  при любой паре возмущающих матриц ∈′′ ),( RE  /2)(ϕΩ , т. е. /2ϕ≥ρ . 

Далее докажем неравенство ϕ≤ρ . Согласно определению числа ϕ  существует такой 

портфель }{\ 0* xXx ∈ , что справедливо равенство ϕψ =),( *0 xx . Отсюда с учетом (4) имеем 

0 *( , ) ( , ) ;e x E e x E− ≤ ϕ                                                            (5) 

.),(),( 0* ϕ≤− RxrRxr                                                             (6) 

Так как 0* xx ≠ , то найдется такой индекс nNl∈ , что 0*
ll xx ≠ . Полагая ϕε > , рассмотрим 

пару возмущающих матриц ),( 00 RE , ∈][= 00
ijeE  nm×R , ∈][= 00

ijrR  nm×R , элементы которых 
зададим по формулам 
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0 *
0 ( ), если , = ,

=
0, если , \ { };

j j m
ij

m n

x x i N j le
i N j N l

⎧−δ − ∈⎪
⎨

∈ ∈⎪⎩
 

⎩
⎨
⎧

∈∈
∈−δ−

},{\,если0,
,=,если),(

=
0*

0

lNjNi
ljNixxr

nm

mjj
ij  

где εδϕ << . Тогда 

.,====
1

00
1

00
mii NiRREE ∈δ

∞∞
 

Кроме того, все строки 0
iE , mNi∈ , матрицы 0E  одинаковые и состоят лишь из компонент δ  и 

δ− . Обозначив такую строку через C′ , получим 

.=,=)( 1
*0 δ′δ−−′ CxxC  

Используя данные выражения и неравенство (5), находим 
0 0 * 0 0 *

0 * 0 * 0 * 0 *

( , ) ( , ) = min( ) min( ) =

= min min ( ) = ( , ) ( , ) ( )

< 0.

m m

m m

i ii N i N

i ii N i N

e x E E e x E E E C x E C x

E x E x C x x e x E e x E C x x
∈ ∈

∈ ∈

′ ′+ − + + − +

′ ′− + − − + − ≤

≤ ϕ− δ

 

Аналогично и все строки 0
iR , mNi∈ , матрицы 0R  одинаковые. Поэтому, обозначив 

такую строку через C ′′ , получим 

.=,=)( 1
0* δ′′δ−−′′ CxxC  

Отсюда и из (6) вытекает 
* 0 0 0 * 0

* 0 * 0 * 0 * 0

( , ) ( , ) = max( ) max( ) =

= max max ( ) = ( , ) ( , ) ( )

< 0.

m m

m m

i ii N i N

i ii N i N

r x R R r x R R R C x R C x

R x R x C x x r x R r x R C x x
∈ ∈

∈ ∈

′′ ′′+ − + + − +

′′ ′′− + − − + − ≤

≤ ϕ− δ

 

Резюмируя, убеждаемся в справедливости бинарного отношения 

0 0

0 *

,
| .

E E R R
x x

+ +
−  

Следовательно, для любого числа ϕε >  существует такая пара возмущающих матриц 

)(),( 00 εΩ∈RE , что парето-оптимальный портфель 0x  задачи ),( REZ m  перестает быть таковым в 
возмущенной задаче ),( 00 RREEZ m ++ , т. е. ),( 000 RREEPx m ++∈/ . Поэтому ϕ≤ρ .    ■ 

Cледствие 1. Радиус устойчивости 0=),,( 0 RExmρ  тогда и только тогда, когда .0 =ϕ  

3. Достижимость оценок 

При 1=m  инвестиционная задача ),( REZ m  превращается в бикритериальную задачу 
линейного булева программирования ),(1 REZ : 
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min;
x X

Ex
∈

− →  

,min
Xx

Rx
∈

→  

где n
neeeE R∈),,,(= 21 … , n

nrrrR R∈),,,(= 21 … , а верхняя оценка согласно теореме 1 
принимает вид 

0

1 0 0 0

\{ }
( , , ) = min max{ ( ), ( )}.

x X x
x E R E x x R x x

∈
ρ ≤ ϕ − −  

Как известно [17], правая часть этого соотношения является выражением для радиуса 
устойчивости парето-оптимального решения 0x  задачи ),(1 REZ . Поэтому справедливо 
следующее утверждение. 

Теорема 2. ϕρ =),,( 01 REx . 
Это свидетельствует о достижимости верхней оценки радиуса устойчивости, 

установленной теоремой 1. 
Следующая теорема свидетельствует о том, что при 2≥m  радиус устойчивости портфеля 

),(0 REPx m∈  может равняться нижней положительной оценке /2ϕ . 
Теорема 3. Существует такой класс бикритериальных булевых задач ),( REZ m , 2≥m , 

что для радиуса устойчивости инвестиционного портфеля ),(0 REPx m∈  любой задачи из 
этого класса справедлива формула 

/2.=),,( 0 ϕρ RExm                                                                (7) 

Дока з а т ель с тво. Покажем, что /2ϕ≤ρ . Из определения числа 0>ϕ  следует 

существование такого портфеля }{\ 0* xXx ∈ , что ϕψ =),( *0 xx . Поэтому (ввиду (4)) 
справедливы неравенства (5) и (6). 

Будем полагать, что существуют два индекса qp ≠  множества nN , для которых 

0.==1,== *0*0
pqqp xxxx                                                           (8) 

Далее построим такую пару возмущающих матриц /2)(),( 00 ϕΩ∈RE , чтобы выполнялись 
неравенства 

0 0 * 0( , ) < ( , );e x E E e x E E+ +                                                       (9) 

).,(>),( 0*00 RRxrRRxr ++                                                     (10) 

1. Построение матрицы 0E  и доказательство неравенства (9). 
Будем считать, что имеет место неравенство 

/2,>)( *
)()( *

1
0

1
ϕ− xEE xixi                                                         (11) 

где 
0 0

1( ) = arg min{ : };i mi x E x i N∈  

},:{minarg=)( **
1 mi NixExi ∈  

которое влечет неравенство )()( *
1

0
1 xixi ≠ , поскольку 0>ϕ . Таким образом, необходимое нам 

неравенство (11) диктует выполнение условия 2≥m  (см. теорему 3). 



АНАЛИЗ УСТОЙЧИВОСТИ ПАРЕТО-ОПТИМАЛЬНОГО ПОРТФЕЛЯ ПРОЕКТОВ      113 
 

Для всякого числа /2> ϕε  элементы возмущающей матрицы nm
ijeE ×∈R][= 00  зададим по 

формулам 
0

1 1
0 0

1 1

, если = ( ), = ;

= , если \ { ( )}, = ;
0 в остальных случаях,

ij m

i i x j p

e i N i x j q

⎧−δ
⎪⎪δ ∈⎨
⎪
⎪⎩

 

где 

{ }.)(,min<</2 *
)()(1 *

1
0

1
xEE xixi −εδϕ                                            (12) 

Отметим, что последние неравенства корректны благодаря (11). 
Учитывая строение матрицы 0E  и равенства (8), выводим 

0
1

0 0
1( ) = ;i xE x −δ                                                                 (13) 

0 0 0
1= 0, \ { ( )};i mE x i N i x∈                                                     (14) 

0 * 0
1 1= , \{ ( )};i mE x i N i xδ ∈                                                    (15) 

0,=*0
)( 0

1
xE xi                                                                  (16) 

).(,/2,>== 0
1

0
1

0 εΩ∈∈ϕδ
∞

ENiEE mi  

Теперь докажем неравенство (9). Согласно (13) и (14) имеем 

0 0 01 1 1

0
1

0 0 0 0 0 0 0 0
( ) ( ) ( )

0 0 0
1 1

( )

( , ) = min( ) = min{( ) , min ( ) } =

= min{ ( , ) , min } = ( , ) .
m

i i i ii x i xi N i i x

i
i i x

e x E E E E x E E x E E x

e x E E x e x E

∈ ≠

≠

+ + + +

− δ − δ
             (17) 

Покажем, что выполняется равенство 

.),(=),( 1
*0* δ++ ExeEExe                                                      (18) 

Привлекая (15), получаем 

* * *1 1 1

*
1

* 0 0 * 0 *
( ) ( ) ( )

* 0 *
1

( )

( , ) = min{( ) , min ( ) } =

= min{ ( , ) , min ( ) }.

i ii x i x i i x

i i
i i x

e x E E E E x E E x

e x E E E x
≠

≠

+ + +

+ δ +
 

Поэтому, учитывая очевидные ввиду (15) неравенства 

)},({\,)(),( 0
1

*0
1

* xiNixEEExe mii ∈+≤δ+  

для доказательства (18) остается убедиться, что 

.)(),( *0
)()(1

*
0

1
0

1
xEEExe xixi +≤δ+  

Для этого, воспользовавшись (12) и (16), выводим 

0.<)(=)(),( 1
*

)()(
*0

)()(1
*

0
1

*
1

0
1

0
1

δ+−+−δ+ xEExEEExe xixixixi  
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Наконец, последовательно применяя (17), (18), (5) и (12), получаем необходимое 
неравенство (9): 

0.<22),(),(=),(),( 11
*00*00 δ−ϕ≤δ−−+−+ ExeExeEExeEExe  

2. Построение матрицы 0R  и доказательство неравенства (10). 
Будем считать, что имеет место неравенство 

/2,>)( *
)()( 0

2
*

2
ϕ− xRR xixi                                                         (19) 

где 
0 0

2 ( ) = arg max{ : };i mi x R x i N∈  

},:{maxarg=)( **
2 mi NixRxi ∈  

которое влечет неравенство )()( *
2

0
2 xixi ≠ , поскольку 0>ϕ . 

Для всякого числа /2> ϕε  элементы возмущающей матрицы 0R  зададим по правилу 

0
2 2

0 0
2 2

, если = ( ), = ;

= , если = \{ ( )}, = ;
0 в остальных случаях,

ij m

i i x j p

r i N i x j q

⎧δ
⎪⎪−δ⎨
⎪
⎪⎩

 

где 

{ }.)(,min<</2 *
)()(2 0

2
*

2
xRR xixi −εδϕ                                             (20) 

Отметим, что последние неравенства корректны благодаря (19). 
Принимая во внимание строение матрицы 0R  и равенства (8), выводим 

0
2

0 0
2( ) = ;i xR x δ                                                                 (21) 

0 0 0
2= 0, \{ ( )};i mR x i N i x∈                                                     (22) 

0 * 0
2 2= , \{ ( )};i mR x i N i x−δ ∈                                                   (23) 

0,=*0
)( 0

2
xR xi                                                                   (24) 

).(,/2,>== 0
2

0
1

0 εΩ∈∈ϕδ
∞

RNiRR mi  

Далее докажем неравенство (10). Согласно (21) и (22) имеем 

0 0
02 2

2

0
2

0 0 0 0 0 0 0 0
( ) ( ) ( )

0 0 0
2 2

( )

( , ) = max( ) = max{( ) , max ( ) } =

= max{ ( , ) , max } = ( , ) .
m

i i i ii x i xi N i i x

i
i i x

r x R R R R x R R x R R x

r x R R x r x R

∈ ≠

≠

+ + + +

+ δ + δ
             (25) 

Покажем, что выполняется равенство 

.),(=),( 2
*0* δ−+ RxrRRxr                                                      (26) 
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Привлекая (23), выводим 

* *
*2 2

2

*
2

* 0 0 * 0 *
( ) ( ) ( )

* 0 *
2

( )

( , ) = max{( ) , max ( ) } =

= max{ ( , ) , max ( ) }.

i ii x i x i i x

i i
i i x

r x R R R R x R R x

r x R R R x
≠

≠

+ + +

− δ +
 

Поэтому, учитывая очевидные ввиду (23) неравенства 

)},({\,)(),( 0
2

*0
2

* xiNixRRRxr mii ∈+≥δ−  

для доказательства (26) остается убедиться, что 

.)(),( *0
)()(2

*
0

2
0

2
xRRRxr xixi +≥δ−  

Для этого, воспользовавшись (20) и (24), имеем 

0.>)(=)(),( 2
*

)()(
*0

)()(2
*

0
2

*
2

0
2

0
2

δ−−+−δ− xRRxRRRxr xixixixi  

Наконец, последовательно применяя (25), (26), (6) и (20), получаем необходимое 
неравенство (10): 

0.<22),(),(=),(),( 22
0*000* δ−ϕ≤δ−−+−+ RxrRxrRRxrRRxr  

В результате из доказанных неравенств (9) и (10) вытекает справедливость бинарного 
отношения 

0 0

0 *

,
| .

E E R R
x x

+ +
−  

Следовательно, для любого числа /2> ϕε  существует такая пара возмущающих матриц 
)(),( 00 εΩ∈RE , что инвестиционный портфель ),(0 REPx m∈  задачи ),( REZ m  перестает быть 

парето-оптимальным в возмущенной задаче ),( 00 RREEZ m ++ , т. е. ),( 000 RREEPx m ++∈/ . 
Поэтому /2),,( 0 ϕ≤ρ RExm . 

Резюмируя, убеждаемся в справедливости равенства (7).    ■ 
Приведем числовой пример, иллюстрирующий теорему 3. 
Пример. Пусть 2=m , 3=n , },{= *0 xxX , T0 (1,1,0)=x , T* (0,1,1)=x , 

.
123
612

=,
328
536

= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
RE  

Тогда находим 

5,=),(9,=),( *0 ExeExe  

7.=),(5,=),( *0 RxrRxr  

Поэтому ),(20 REPx ∈ , 4=ϕ . Пусть пара возмущающих матриц ),( 00 RE  имеет вид 

,
00

00
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00
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где 4.<<23,<<2 21 δδ  Теперь легко убедиться, что 

0 0
1 2= > 2, = > 2;E R

∞ ∞
δ δ  

0 0 * 0
1 1( , ) = 9 < 5 = ( , );e x E E e x E E+ − δ + δ +  

).,(=7>5=),( 0*
22

00 RRxrRRxr +δ−δ++  

Это означает, что *0

00,
| xx

RREE ++
− , т. е. ),( 0020 RREEPx ++∈/ , поэтому 2),,( 02 ≤ρ REx . 

Следовательно, в силу теоремы 1 2=/2=),,( 02 ϕρ REx . 
Заметим, что задача ),(2 REZ , рассмотренная в приведенном выше примере, 

принадлежит классу задач с условием /2= ϕρ , так как (см. теорему 3) выполняются 
необходимые неравенства (11) и (19), которые принимают вид 

*
1 2( ) = 3 > 2 = / 2;E E x− ϕ  

*
2 1( ) = 4 > 2 = / 2R R x− ϕ , 

поскольку, как легко видеть, 1=)(=)( *
2

0
1 xixi , 2=)(=)( *

2
0

1 xixi . 

4. Условия устойчивости 

Парето-оптимальный инвестиционный портфель ),(0 REPx m∈  назовем устойчивым, 
если 0>),,( 0 RExmρ . Кроме того, введем традиционное множество Смейла [20], т. е. 
множество портфелей задачи ),( REZ m , оптимальных по Смейлу: 

)},(}{\:{=),(
,

x|xxXxXxRESm
RE

m ′=∈′∃/∈  

где 

).,(),(&),(),(|
,

RxRxrExeExexx
RE

′≥′≤⇔′=  

Очевидно, что ),(),( REPRESm mm ⊆  при любой паре матриц nmE ×∈R  и nmR ×∈R . 
Кроме того, понятно, что множество ),( RESmm  может быть пустым. 

Теорема 4. Для парето-оптимального инвестиционного портфеля 0x  бикритериальной 
булевой задачи ),( REZ m  эквивалентны следующие утверждения: 

)(i  ),(0 RESmx m∈ ; 
)(ii  портфель 0x  устойчив; 
)(iii  0>ϕ . 

Дока з а т ельс т во . )()( iii ⇒ . Если ),(0 RESmx m∈ , то легко видеть, что для любого 
портфеля }{\ 0xXx∈  выполняется неравенство 0>),( 0 xxψ . Поэтому в силу теоремы 1 радиус 
устойчивости удовлетворяет условиям 

0,>}}{\:)/2,({min=/2),,( 000 xXxxxRExm ∈ψϕ≥ρ  

т. е. портфель 0x  устойчив. 
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)()( iiiii ⇒ . Эта импликация согласно следствию 1 очевидна. 
)()( iiii ⇒ . Из определения числа ϕ  непосредственно следует, что для любого портфеля 

0xx ≠  справедливо неравенство 

.)},(),(),,(),({max 00 ϕ≥−− RxrRxrExeExe  

Поэтому из неравенства 0>ϕ  вытекает включение )(0 RSmx m∈ .    ■ 

Заключение 

В настоящей работе на базе классической портфельной теории Марковица сформулирована 
векторная задача выбора парето-оптимального инвестиционного портфеля, состоящая в 
одновременной максимизации дохода (эффективности портфеля) и минимизации риска 
упущенной выгоды. Такая постановка приводит к бикритериальной булевой задаче с противо-
речивыми экономическими критериями. Непредсказуемость состояния рынка и его нестабиль-
ность учитываются путем использования максиминного критерия Вальда и минимаксного 
критерия Сэвиджа, а учет неточности и некорректности исходных данных, характерных для 
реальных задач инвестиционного анализа, основан на проведении параметрического анализа 
устойчивости парето-оптимального инвестиционного портфеля к возмущениям исходных данных 
задачи. Получены нижняя и верхняя оценки (границы) радиуса устойчивости. Построение 
конкретных классов бикритериальных булевых задач позволило доказать неулучшаемость 
найденных оценок в рамках используемых параметров. Полученные здесь результаты могут быть 
использованы для определения границ надежности решений, принимаемых инвестором при 
формировании инвестиционного портфеля, оптимального по двум критериям, а именно: по 
максиминному критерию Вальда для доходности инвестиционного портфеля и по минимаксному 
критерию Сэвиджа для риска упущенной инвестором выгоды. 

Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского фонда фундаменталь-
ных исследований (проект Ф11К-095). 
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STABILITY ANALYSIS OF PARETO-OPTIMAL PROJECT  
PORTFOLIO OF BICRITERIA INVESTMENT PROBLEM  

WITH WALD'S AND SAVAGE'S CRITERIA 

Tight lower and upper bounds for the stability radius of a Pareto optimal portfolio of the two-
criteria investment Boolean problem with maximin efficiency criteria and minimax loss profit risk 
criteria are given. 
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