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Аннотация. Разработана методика решения краевой задачи проникновения плоских монохроматических 

электромагнитных полей через плоский однослойный экран, выполненный из пермаллоя. Постановка крае-

вой задачи экранирования основывается на применении уравнений Максвелла и дополнительного нели-

нейного дифференциального уравнения для поля намагниченности, характеризующего пермаллой. Исполь-

зуются классические граничные условия непрерывности тангенциальных составляющих полей 

и дополнительные дифференциальные граничные условия для поля намагниченности на лицевых поверх-

ностях экрана. Для упрощения решения задачи в результате исключения величин второго порядка малости, 

входящих в нелинейное уравнение, нелинейная задача преобразована в линейную. Построены корни (вол-

новые числа) дисперсионного алгебраического уравнения четвертого порядка, которые характеризуют 

электромагнитные поля в слое из пермаллоя. Построена полная система четырех прямых и четырех обрат-

ных электромагнитных волн, распространяющихся в противоположных направлениях в слое пермаллоя. 

Получены двухсторонние граничные условия, связывающие электромагнитные поля по обе стороны экра-

на. Выполнено аналитическое решение краевой задачи с двухсторонними граничными условиями. Анали-

тически вычислены амплитуды отраженного и прошедшего через экран плоских электромагнитных полей. 

Ключевые слова: математические модели, двухсторонние граничные условия, краевая задача, задача 

экранирования, поле намагниченности, дисперсионное уравнение, плоские электромагнитные волны, 

пермаллой, аналитическое моделирование, экран 
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Abstract. A method for solving a boundary-value problem of penetration of plane monochromatic                             

electromagnetic fields through the plane screen made of permalloy is developed. Setting the boundary-value 

problem is based on the use of differential Maxwell equations and complementary nonlinear differential equation 
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for the field of magnetization, characterizing permalloy. The classical boundary conditions of continuity of 

the tangential components of the fields and complementary boundary conditions for the field of magnetization 

on the front surfaces of the screen are used. To simplify the solution of the boundary-value problem                               

as a result of exclusion of the values of the second infinitesimal order, included in nonlinear equation,                             

the nonlinear task is transformed into linear one. The roots (wave numbers) of dispersion algebraic equation                    

of a fourth-order, characterizing the electromagnetic fields in the layer made of permalloy, are constructed. 

A complete system of four forward and four backward counter-propagating electromagnetic waves in                          

the permalloy layer is formed. The two-sided boundary conditions connecting electromagnetic fields on both 

sides of the screen are obtained. An analytical solution of the boundary-value problem with two-sided boundary 

conditions is performed. The amplitudes of reflected and transmitted through the screen electromagnetic fields 

are analytically calculated. 

Keywords: mathematical models, two-sided boundary conditions, boundary-value problem, shielding task, field 

of magnetization, dispersing equation, plane electromagnetic waves, permalloy, analytical modeling, screen 
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Введение. Разработка математических методов моделирования распространения излучений 

электромагнитных волн в композитных материалах является актуальным направлением иссле-

дований в математической физике. Как правило, композиты представляют собой однородные 

матрицы, содержащие материальные неоднородности (частицы), которые отличаются большим 

разнообразием. Анализ таких материалов требует применения специальных математических 

моделей, адекватно описывающих их электрические и магнитные свойства. В настоящее время 

актуально исследование экранирующих свойств пленок из пермаллоя [1]. Важным для прило-

жений является внедрение пленочных экранов: однослойных [2, 3] и многослойных [4], биизо-

тропных с использованием атомарных функций [5], с линейными и нелинейными [3, 6] свой-

ствами материала, для моделирования которых применяются двухсторонние граничные условия, 

связывающие поля по обе стороны экрана [7, 8]. Материал из пермаллоя обладает свойством 

намагниченности, которое описывается дополнительным дифференциальным уравнением для 

поля намагниченности [1]. Для упрощения модели нелинейное уравнение намагниченности 

преобразовано в линейное уравнение. Чтобы обеспечить единственность решения краевой за-

дачи для пермаллойных материалов, требуются дополнительные граничные условия на поверх-

ностях экрана. Такие граничные условия используются для моделирования электродинамиче-

ского контакта двух материалов [9–11]. 

В настоящей статье разработана методика решения краевой задачи для системы уравнений 

Максвелла и дифференциального уравнения с частными производными второго порядка для 

поля намагниченности, в которой описывается экранирование плоских монохроматических по-

лей плоским однослойным экраном из пермаллоя. В качестве плоского первичного поля, воз-

действующего на экран, выбрана комбинация базисных TE- и TH-поляризованных плоских по-

лей, распространяющихся под произвольным углом к экрану. Использованы двухсторонние 

граничные условия, которые позволяют построить аналитическое решение сформулированной 

задачи экранирования. 

Система электродинамических уравнений. Для моделирования процессов распростране-

ния электромагнитных волн в слое пермаллоя воспользуемся системой дифференциальных 

уравнений 
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векторное произведение. 

Представляют практический интерес [1] решения уравнений (1)–(3) вида  

 

0 ,i tH He  H  0 ,i tM Me  M ,i tEe E                                      (4) 
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2 f  –

круговая частота поля, M поле намагниченности. 

Подставим (4) в (1)–(3) и преобразуем нелинейное уравнение (3) в линейное, пренебрегая 

величинами второго порядка малости: 0,M H  0. M M  

В результате получим уравнения 
 

 0rot ωμ ;  E i H M                                                           (5) 

rot ; H E                                                                       (6) 

   

0 0 0

2

0 0 0

ω

.

      


     

z z z

z z z z

i M H e M M e H aM e M

gM e H e gH M e M e

                                        (7) 

Исключим из уравнения (5) вектор E  с помощью (6) и применим оператор div к уравне-

нию (5). Получим систему линейных уравнений для иM H : 

 2

0grad div ;   H H i k H M                                                  (8) 

div div ; H M                                                                 (9) 

   2
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где , , ,a g  – безразмерные постоянные, безразмерная частота; 2

0 ,c    0 0 ,H M

2

0 ,a ak 0 ,g gM
0

,
M


 


0 ,k c

c


  скорость света в вакууме. 

Плоские электромагнитные поля и поля намагниченности. Построим плоские электро-

магнитные поля с экспоненциальной зависимостью от пространственных координат , , ,x y z ко-

торые удовлетворяют уравнениям (8)–(10): 

 1 2 3 ,x y zE e e e e e e F     1 2 3 ,x y zH h e h e h e F     1 2 ,x yM m e m e F              (11) 

  0 1 2exp ,   ik x y  0exp ,F k vz  

где 
1 2,    

произвольные постоянные;    , 1, 2, 3 , 1, 2 ,s s je h s m j v  величины, подлежа-

щие определению. 
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После подстановки (11) в (6) определим компоненты вектора электрической напряженности 

поля: 

 1 2 3 2 ,e Z i h vh    2 1 1 3 ,e Z vh i h    3 1 2 2 1 ,e iZ h h                             (12) 

где 0 , Ом.
k

Z Z   
 

Подставим (11) в уравнение (9) и определим коэффициент вектора :H  

    3 1 1 1 2 2 2 .      
i

h m h m h
v

                                               (13) 

Таким образом, определение полей (11) свелось к определению величин 
1 2 1 2, , ,h h m m  для 

полей , ,M H  которые удовлетворяют уравнениям (8), (10). Подставим (11) в уравнение (8). 

Учитывая соотношение (9) и формулы  2 2 2

0 ,H k v H  
2 2 2

1 2 ,    выразим компоненты 

вектора магнитной напряженности H через  компоненты вектора намагниченности :M
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 3 1 1 2 2 ,
iv

h m m
K

    2 2 .K v i                                             (15) 

После подстановки (14) в (13) получим соотношение (15). Это означает, что уравнения (13), (15) 

эквивалентны. 

Для преобразования уравнения (10) введем векторы и матрицы: 
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Запишем уравнения (14), (10) в матричном виде: 

1 ˆ ;h Gm
K

                                                                    (16) 

 ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ 0.        i Jm Sm Sh a K i Sm gJh gJm                                 (17) 

Подставим (16) в (17) и получим уравнение для определения вектора :m  

ˆ 0,bm                                                                        (18) 
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Нетривиальное решение уравнения (18) существует, когда определитель матрицы b̂  равен 

нулю: 11 22 12 21
ˆ 0b b b b b   . В результате получим дисперсионное уравнение для определения 

величины :K  
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Алгебраическое уравнение (19) имеет четыре комплексных корня  1, 2, 3, 4sK s  .  

Определим величину ,  sv v
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Из уравнения (18) найдем компоненты вектора :M  ,121 bm  .112 bm   

В результате получим восемь линейно независимых плоских решений системы уравнений 

(5)–(7) в виде (11): 
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   ˆ ,



s ss

s

v
e Sm

iK
 

     ,sss FmM  


     ,sss
FhH 

 


     .sss
FeE 

 


 

Постановка краевой задачи экранирования. В пространстве 3E  с электрической и маг-

нитной постоянными 0 0,   расположен плоский экран  0D z    толщиной  , запол-

ненный пермаллоем. Из полупространства  1 0D z   на слой D воздействует первичное элек-

тромагнитное поле 0 0,E H  с временной зависимостью  exp i t  [8, с. 96]: 

(21) 
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   1 2

0 ,E AW BW
 

      2 1

0 0 ,H h AW BW
 

  z < 0,                             (22) 

где А, В – заданные амплитуды, 0
0 0

0 0

1
, ,


 


h Z

iZ  

     1

2 1 0 0

0

exp cosθ ,
sinθ

x y

i
W e e ik z      

     2 0
1 2 0 0 0

0

cosθ
sinθ exp cosθ ,

sinθ
x y zW e e e ik z

 
      
 

 

  0 1 2exp .ik x y     

Выберем постоянные 1 0 0cos sin ,     2 0 0sin sinθ ,    0cosθ ,   
00 ,

2


   00 2 ;     

0 0,    углы, характеризующие направление распространения плоского поля.

 

 

В результате взаимодействия поля (22) с экраном D образуются поля: 1 1,E H   отраженное 

поле в 
1;D 1 0 ,E E E  1 0 1H H H   суммарное поле в 

1;D 2 2,E H  поле, проникшее в об-

ласть  2 .D z    

В слое D  образуется высокочастотное электромагнитное поле ,E H  и поле намагниченно-

сти .M  На слой D  также воздействует внешнее постоянное магнитное поле 
0 0 ,zH H e  кото-

рое создает постоянную намагниченность слоя 
0 0 ,zM M e 0 0 0.M H   

Сформулируем краевую задачу проникновения поля (22) через экран ,D  используя специ-

альные граничные условия на плоскостях    1 20 , .z z      

Краевая задача 1. Для заданного поля (22) требуется определить поля 1 1 2 2, , , E H E H  соот-

ветственно в областях 1 2,D D  и поля ,H M  в области ,D  которые удовлетворяют следующим 

условиям: 

− уравнениям Максвелла 

1 0 1rot ,E i H   1 0 1rot , 0,    H i E z  

2 0 2rot ,E i H  2 0 2rot ωε , ;H i E z     

 0rot ,E i H M   rot , 0 ,H E z      

  τ2

0

η η , , , ,               
a

i g M n M n H n M gH
k

 

где , , , ;zn e H n H n
      

 

− граничным условиям сопряжения на плоскости 
1  

 1
0

0,
z

E E 


   1
0

0; 


 
z

H H                                               (26) 

0 0

0;



 
  

  z

dM
pM

k dz
                                                          (27) 

− граничным условиям сопряжения на плоскости 2  

  ,02 
 z

EE


 2
z

H H 0; 


                                               (28) 

  (24) 

  (25) 

(23) 
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0

0



 
  

  z

dM
qM

k dz
                                                         (29) 

и условиям излучения на бесконечности. 

Двухсторонние граничные условия на плоском экране. Решение задачи (24)–(29) пред-

ставим в виде суперпозиции базисных полей (23): 

   1 2

1 1 2 ,E xW x W
        2 1

1 1 2

0

1
, 0;

    H xW x W z
iZ

                          (30) 

   1 2

2 1 2 ,E yW y W
 

      2 1

2 1 2

0

1
, ;H y W y W z

iZ

 
                            (31) 

    
4

1

,
s s

s s

s

E Z z E z E
 





 
    

4

1

,
s s

s s

s

H z H z H
 





   

    
4

1

, 0 ,
s s

s s

s

M z M z M z
 





      

где поля (30)–(32) удовлетворяют уравнениям (24), (25); коэффициенты , , , j j s sx y z z  

 1,2; 1, 2, 3, 4 j s
 
подлежат определению из условий (26)–(29). Удовлетворим граничному 

условию (27). Подставляя (32) в (27), получим соотношение 

      
4

10 0

0.
s

s s s s

s
z

dM
pM v p z v p z m

k dz





 
       

 
                             (33) 

Аналогично из граничного условия (29) получим соотношение 

          
4

0

10

0.
s s s

s s s s

s
z

dM
qM v q F z v q F z m

k dz

 






 
       

 
                    (34) 

Введем векторы   ,,,, 4321



  zzzzz


 1 2 3 4, , ,z z z z z      и запишем систему уравнений 

(33), (34) в матричном виде: 

ˆˆ ,Rz Gz  1ˆ ˆ ,z G Rz

                                                              (35) 

где    ˆˆ ,sl slR R G G    матрицы размерности 4×4  4,3,2,1, ls ; 

   
1 1 ,

s

s sR v p m     
2 2 ,

s

s sR v p m       
3 0 1 ,

s s

s sR v q F m


       
4 2 ;

s s

s sR v q F m


   

   
1 1 ,

s

s sG v p m     
2 2 ,

s

s sG v p m       
3 1 ,

s s

s sG v q F m


       
4 2 ;

s s

s sG v q F m


   

   0 0exp
s

sF k v


   ,  – знак транспонирования. 

Вычислим тангенциальные составляющие полей ,E H  (32) в сечении z = const:  

            
4

1

,
s s s

s s

s

E z Z z F z z F z e
 

 



    

(36) 

            
4

1

.
s s s

s s

s

H z z F z z F z h
 

 



    

Запишем соотношения (36) в матричном виде, вводя матрицы     ˆ ,slP z P z     ˆ
sM z M z  

и вектор           , , ,


 x y x yW z E z E z H z H z : 

(32) 
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      ˆ ˆ ,W z P z z M z z                                                        (37) 

где 

       
1 1 ,

s s

sP z ZF z e



     

2 2 ,
s s

sP ZF z e



     

3 1 ,
s s

sP F z h



     

4 2 ,
s s

sP F z h


  

       
1 1 ,

s s

sM z ZF z e


 
 

       
2 2 ,

s s

sM z ZF z e


   

       
3 1

s s

sM z F z h


 ,        
4 2 .

s s

sM z F z h


  

Удовлетворим граничным условиям (25). Учитывая (37), получим 

2 2 2

1ˆ ˆ ,P z M z W  


                                                          (38) 

где 

       2 2 2 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , .x y x yP P M M W W E E H H



        

С помощью (35) исключим из равенств (37), (38) вектор z  и вычислим векторы 

      1ˆˆ ˆ ˆ ;

  W z P z M z G R z                                                  (39) 

 
1

1

2 2 2

1 ˆˆ ˆ ˆ .




  


z P M G R W                                                      (40) 

Подставляя (40) в (39), зададим поле в слое D в виде формулы 

           
1

1 1

2 2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ , 0 .W z P z M z G R P z M z G R W z


                              (41) 

Теорема 1. На поверхности плоского экрана из пермаллоя при воздействии плоского по-

ля (22) выполнены двухсторонние нелокальные граничные условия, связывающие электромаг-

нитные поля по обе стороны экрана D: 

   1 1 2 2
ˆ ,W M BW M                                                             (42) 

где 

 1 1, ,0 ,M x y   2 2, , ,M x y    , , , ,j jx jy jx jyW E E H H




    
1

1 1

0 0 0 0 1 1 2 2
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆθ , ,ω; , ,γ,σ, ; , ,


      B B a g H M P M G R P M G R    1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ0 , 0 , P P M M

 ˆ , , 1, 2, 3, 4. slB B s l  ■ 

Для доказательства воспользуемся преобразованиями данного раздела, применяя форму-

лу (41), и удовлетворим граничным условиям (26). Получим требуемую формулу (41) 

 1 2
ˆ0 .W W BW   

Аналитическое решение задачи экранирования. Решение краевой задачи (24)–(29) пред-

полагает определение полей в слое D. Наибольший практический интерес представляет опреде-

ление полей, отраженных от экрана, и полей, прошедших через экран. В связи с этим сформу-

лируем краевую задачу экранирования с использованием двухстороннего граничного усло-

вия (42). При такой формулировке поле в слое D исключается из рассмотрения. 

Краевая задача 2. Для заданного поля (22) требуется определить поля (30), (31), которые 

удовлетворяют уравнениям (24), граничным условиям (42) и условиям излучения на бесконеч-

ность. ■ 

Сформулированная задача решается аналитически в соответствии с методикой [8]. 

Теорема 2. Амплитуды отраженного поля (30) и амплитуды поля (31), прошедшего через 

экран D, при воздействии плоского первичного поля (22) определяются выражениями 
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 1 22 12

2
,y Q A Q B

FQ
   2 11 21

2
; y Q B Q A

FQ                                    (43) 

   1 22 11 21 12 11 12 12 11

1
,x Q Q Q Q A Q Q Q Q B

Q
           

   2 22 21 21 22 11 22 12 21

1
,x Q Q Q Q A Q Q Q Q B

Q
           

где 
11 22 12 21 Q Q Q Q Q ,

 

 11 1 1
ˆ , ,Q Bb a  12 2 1

ˆ , ,Q Bb a  21 1 2
ˆ , ,Q Bb a  22 2 2

ˆ , ,Q Bb a  

 11 1 1
ˆ , ,Q Bb a   12 2 1

ˆ , ,Q Bb a   21 1 2
ˆ , ,Q Bb a   22 2 2

ˆ ,Q Bb a  ; 

базисные векторы:
 
 

1 2
1 2 1 0 0, , , ,a i Z Z


  

     
  

1 2
2 0 2 0 1, , , ,a Z Z


  

      
  

 

1 2
1 2 1 0 0, , , ,a i Z Z


  

    
  

1 2
2 0 2 0 1, , , ,a Z Z


  

     
  

 

1 2
1 2 1

0 0

, , , ,b i
Z Z



  
   

 

2 1
2 1 2

0 0

, , , ,b
Z Z



  
    
 

 

1 2
1 2 1

0 0

, , , ,b i
Z Z



  
      

 

2 1
2 1 2

0 0

, , , ,



  
     

 
b

Z Z
 

1 0cos ,   2 0sin   .   ■ 

Доказательство. Искомые поля (30), (31) краевой задачи 2 удовлетворяют уравнени-

ям (24). Для удовлетворения нелокальному граничному условию (42) вычислим касательные 

компоненты векторов (22), (30) на плоскости 0z  . 

Для первичного поля  

 2 10
,ox z

E i A B

     1 20

,oy z
E i A B


      

 1 20
0

1
,ox z

H A i B
iZ

      2 10
0

1
,oy z

H A i B
iZ

      

где 0sin .    

Для отраженного поля 

 1 2 1 1 20
,x z

E i x x


      1 1 1 2 20
,y z

E i x x


       

 1 1 1 2 20
0

1
,x z

H x i x
iZ

       1 2 1 1 20
0

1
.y z

H x i x
iZ

       

 

(44) 

(45) 

 (43) 

(46) 
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В терминах базисных векторов (46) получим 

 1 1 0 1,W M W W    

(47) 

 0 1 2 ,W Ab Bb    1 1 1 2 2 .W x b x b      

Касательные компоненты векторов (31) на плоскости z    определяются формулами 

 2 2 1 1 2 ,x z
E i y y F


      2 1 1 2 2 ,y z

E i y y F


       

 2 1 1 2 2

0

1
,x z

H y i y F
iZ

       2 2 1 1 2

0

1
,y z

H y i y F
iZ

      

где  0exp .F ik   

В результате вектор 2W  в терминах базисных векторов (46) примет вид 

   2 2 1 1 2 2 .  W M y b y b F                                                    (48) 

После подстановки векторов (47), (48) в граничное условие (42) получим систему линейных 

алгебраических уравнений для определения амплитуд
1 2 1 2, , , :x x y y

 

 1 1 2 2 1 2 1 2 2
ˆ .     B y b y b F Ab Bb x b x b                                         (49) 

Для аналитического решения системы (49) воспользуемся свойствами векторов (46). 

Лемма. Для базисных векторов (46) выполнены условия ортогональности. Скалярные про-

изведения векторов определяются следующими формулами: 

 1 1, 2,b a   2 1, 0,b a   1 1, 0,b a   2 1, 0,b a   

 2 2, 2,b a   1 2, 0,b a   1 2, 0,b a   2 2, 0,b a   

(50)
 

 1 1, 2,b a    2 1, 0,b a    1 1, 0,b a   2 1, 0,b a   

 2 2, 2,b a    2 2, 0,b a    1 2, 0,b a   2 2, 0. b a  

Используя условия ортогональности (50) и умножая равенство (49) скалярно на векторы 

,и 21 aa


 придем к системе алгебраических уравнений 

11 1 12 2 2 ,
A

Q y Q y
F

   
21 1 22 2 2 .

B
Q y Q y

F
   

Решая систему уравнений, вычислим коэффициенты y1, y2 (43). Аналогично, умножая (49) 

скалярно на векторы 1 2и ,a a   определим коэффициенты 

 1 1 11 2 12 ,
2

F
x y Q y Q    2 1 21 2 22 .

2

F
x y Q y Q                                    (51) 

После подстановки в (51) выражений (43) получим требуемые формулы (44), (45) для ам-

плитуд отраженного поля, что завершает доказательство теоремы 2. ■
 
 

Заключение. В статье разработана методика моделирования процессов проникновения 

плоских монохроматических электромагнитных полей, распространяющихся под произволь-

ным углом, через пленочный плоский однослойный экран, выполненный из пермаллоя. По-

строены двухсторонние граничные условия, связывающие поля по обе стороны экрана. Метод 
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двухсторонних граничных условий применен для аналитического вычисления амплитуд отра-

женного и прошедшего через экран электромагнитных полей. Новизна работы состоит в том, 

что амплитуды отраженного и прошедшего через экран полей вычислены с использованием 

восьми четырехмерных векторов, которые удовлетворяют условиям ортогональности. Также 

применены дополнительные граничные условия второго рода на поверхностях экрана для поля 

намагниченности, которые позволили увеличить степень дисперсионного уравнения. 

С помощью четырех комплексных корней дисперсионного уравнения определены четыре неза-

висимых плоских электромагнитных поля, распространяющихся в слое пермаллоя в прямом 

направлении, и четыре поля – в обратном направлении. Результаты работы могут быть исполь-

зованы для практического создания экранов с намагниченностью.  
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