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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ ЭЛЕКТРОПРИВОДА  

НА ОСНОВЕ КОРНЕВОЙ МОДЕЛИ 
 

Рассматривается задача моделирования управления в системе векторного управления асин-

хронного электродвигателя с использованием математической модели в форме расширенного корне-

вого годографа. Выполняется расчет параметров системы, обеспечивающих устойчивость при 

функционировании в условиях существенной параметрической неопределенности объекта. 

 
Введение 
 

Среди современных методов синтеза систем управления сложными техническими объек-

тами наиболее распространенными являются частотные [1], корневые [1–5], модального управ-

ления [2], позволяющие задавать желаемое расположение корней, пространства состояний [1], 

хорошо подходящие для структурного синтеза, и ряд других. Интересны задачи об устойчиво-

сти в условиях неопределенности, решаемые в современных постановках в робастном вариан-

те [3–6], для которых может быть использован корневой подход. Преимущество данного под-

хода к проблеме состоит в том, что само его использование уже предполагает параметрические 

вариации (неопределенность). Он идеально подходит для синтеза систем и отличается большой 

наглядностью, позволяя не только рассчитывать требуемые значения параметров системы, но 

и в деталях наблюдать характер изменения динамических свойств, реакцию системы в ответ 

на параметрические вариации, что особенно важно при исследовании систем с неопределенны-

ми параметрами. 

Качество управления потокосцеплением в системах векторного управления электропри-

водом в значительной степени определяет качество управления электромагнитным моментом 

и скоростью, энергетическую эффективность привода. Актуальной является проблема управле-

ния потокосцеплением в условиях параметрической неопределенности [7]. Поэтому важное 

значение имеет вопрос выбора параметров характеристического полинома синтезируемой сис-

темы по критерию принадлежности корней заданной области при условии неопределенности 

параметров объекта. 

1. Структурная схема канала управления потокосцеплением 

На структурной схеме системы управления потокосцеплением электропривода (рис. 1) 

управляемым объектом является асинхронный электродвигатель.  

 
Рис. 1. Структурная схема системы управления потокосцеплением электропривода 
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Уравнение динамики системы управления имеет следующий вид:  
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где ψ – потокосцепление; Kрп, Kрт – передаточные функции регулятора потокосцепления и тока 

соответственно; c0, c1, β0, β1 – коэффициенты регуляторов потокосцепления и тока (c0 = const); 

Re – сопротивление эквивалентное, Ом; Te – постоянная времени эквивалентная, с; L12 – взаи-

моиндуктивность статора и ротора, Гн (L12 = const); T2 – постоянная времени ротора, с;               

k2 = const; ix – сила тока, А. 

На основе (1) запишем характеристический полином системы в виде 
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c1 = βрп; Tµ – постоянная времени. 

Параметры β0, β1, с0, с1 представляют собой параметры регулятора; параметры Re, L12, Te, 

T2, k2 являются параметрами объекта. На основе (2) формируются следующие выражения 

для определения коэффициентов полинома (2), которые связывают эти коэффициенты с физи-

ческими параметрами системы: 
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2. Характеристический полином системы и его расширение. Постановка задачи 

Ввиду воздействия различных внутренних и внешних факторов параметры объекта (элек-

тродвигателя) при его работе могут изменяться в широких пределах. Поэтому будем рассмат-

ривать систему управления электродвигателем как систему с параметрической, интервальной, 

неопределенностью. Преобразуем характеристический полином (2) системы управления при-

водом к следующему общему виду: 
 

 s
4
 + a1s

3
 + a2s + a3 = p(s), (8) 

 

где коэффициенты aj являются действительными и определяются выражением 
 

 ;0,4,0, 0  ajaaa jjj  (9) 

ja  и ja  – граничные значения интервалов изменения коэффициентов aj. 

Расширение [4] от полинома (3) имеет следующий вид: 
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Выражение (10) представляет собой систему полиномов, где снизу записывается полином (8), 

а каждый следующий перед ним полином получается из предыдущего посредством вычитания 

свободного члена и деления на оператор s. Каждый предыдущий сверху полином системы (10) 

называется порождающим, а последующий – порождаемым полиномом системы. 

Устанавливаются границы 

 

 σmax = σ1, σmin = σ2 (11) 

 

области качества Q, ограниченной двумя линиями β1 и β2 (рис. 2) равной степени устойчивости, 

внутри которой требуется разместить семейство корней интервального полинома (8) с целью 

обеспечения заданного качества работы привода. С целью решения поставленной задачи ис-

пользуется расширение (10) полинома (3) и, соответственно, его расширенный корневой годо-

граф [4]. Примем значения σmax = –4,5, σmin = –105. 

Интервалы значений параметров коэффициентов (8), в пределах которых сохраняется ро-

бастная устойчивость и робастное качество [3, 6] системы, определяются на основании задан-

ных границ (11) области качества Q и с использованием расширения (10) характеристического 

полинома (8) системы. 

3. Вычисление значений интервальных параметров 

С целью вычисления значений границ интервалов параметров а2, а3 и а4 используем соот-

ветственно уравнения (10.b), (10.c) и (10.d) расширенного полинома (10) в соответствии с раз-

работанной методикой [4]. Чтобы применить данную методику к интервальному характеристи-

ческому полиному для обеспечения заданных требований качества переходного процесса, 

необходимо разделить область Q линиями равной степени устойчивости b1 и b2 (рис. 2), кото-

рые соответственно будут являться границами областей размещения корней (области качества) 

полиномов (10.b) и (10.c). В результате область качества Q, расположенная между заданными 

границами β1 и β2 локализации корней системы, оказалась разделенной на три подобласти – Q1, 

Q2 и Q3, две первые из которых ограничивают размещение корней полиномов (10.b) и (10.c) 

расширения соответственно. Границы интервалов а1, а2 и а3 вычисляются последовательно.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Расположение границ β1 и β2 области качества Q системы 

 

С целью синтеза требуемого характеристического полинома (8) рассмотрим вначале по-

лином второй степени (10.b). Подставив в (10.b) выражение s = σ + iω, запишем  

 

(σ + iω)
2
 + a1(σ + iω) + a2 =0  
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и после преобразования получим 

 

σ
2
 + i(2σω + a1ω) – ω

2
  + a1σ + a2 = 0. 

 

На основе последнего выражения запишем уравнение корневого годографа (УКГ) 

 

 2σω + a1ω = 0 (12) 

и уравнение параметра (УП) годографа 

 

 σ
2
 – ω

2
 + a1σ + a2 = 0. (13) 

 

УКГ (12) можно представить в виде двух уравнений, первое из которых представляет собой 

уравнение Бендрикова – Теодорчика, т. е. УКГ в комплексной плоскости: 

 σ = – a1/2, (14) 

 

а второе является УКГ на действительной оси: 

 

 ω = 0.  

 

Используя УП (13), получим следующее выражение для определения параметра a2: 

 

 a2 = – σ
2
 + ω

2
 – a1 σ = σ 

2
 + ω

2
. (15) 

 

Установим значение параметра a1 таким образом, чтобы корневой годограф (14) распола-

гался внутри области качества Q ближе к левой границе β1 этой области.  Определим значение 

a1 = 155 = const, поскольку, исходя из установленных особенностей конфигурации, динами-

ческих, асимптотических свойств семейств годографов систем второго порядка [3], при любых 

значениях a1, изменяющихся в пределах 9 < a1 < 155, семейство комплексных ветвей годогра-

фов полинома второй степени будет располагаться в пределах области Q, ограниченной парал-

лельными линиями β1 и β2. Уравнение корневого годографа будет иметь следующий вид: 

 

σ = – 77,5. 

 

Комплексные ветви данного корневого годографа совпадают с границей b1, для которой коор-

дината σb1 пересечения с осью σ определяется выражением  

 

σb1 = – a1/2= – 77,5. 

 

Интервал изменения параметра a2 определим между точками t1(–77,5;0) и t2(–77,5;40) как 

 

],[ 22 aa = [a2(t1), a2(t2)] 

 

и, используя (15), вычислим значения а2 в точках t1 и t2: 

 

а2(t1) = 2a  = (– 77,5)
2
 + 0 = 6006,25; а2(t2) = 2a  = (– 77,5)

2
 + 40

2
 = 7606,25. 

 

Вычисленный на основании (10.b) интервал изменения параметра а2 годографа имеет 

следующий вид: ],[ 22 aa = [6006,25, 7606,25]. 

С целью вычисления значений границ интервалов параметра а3 используем соответст-

венно уравнение (10.c) расширенного полинома (10). Осуществив преобразования, аналогич-
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ные выполненным при вычислении допустимых границ вариации параметра а2, запишем УКГ 

и УП для уравнения (10.c): 

 

 3σ
2
 ω – ω

3
 + 2а1σω +а2ω = v(σ, ω) = 0; (16) 

 σ
3
 – 3σω

2
 + a1σ

2
 – a1ω

2
 + а2σ = u(σ, ω) = – a3. (17) 

 

На основе (16) и (17) запишем в комплексной плоскости УКГ 

 

 3σ
2
 – ω

2
 + 2а1σ +а2 = 0 (18) 

 

и УП 

 

 a3= – σ
3
 + 3σω

2
 – a1σ

2
 + a1ω

2
 – а2σ. (19) 

 

Границу области качества Q2 (линию b2) для семейства полиномов третьей степени опре-

делим уравнением 

 

 σb2 = – 25. (20) 

 

Искомые границы интервалов а3 вычисляются на основании УКГ (18) и УП (19) после 

подстановки в них соответствующих значений координат σ и ω точек пересечения ветвями го-

дографов границы b2. Поскольку функция параметра а3(ω) (19) является непрерывной диффе-

ренцируемой функцией, то на границе b2 в общем случае будет иметь место чередование участ-

ков возрастания и убывания этой функции. Следовательно, для вычисления границ интервала 

а3 вначале определим минимальное и максимальное значения координат ω в области пересече-

ния семейством годографов (10.c) границы b2, т. е. координат ωmin и ωmax соответственно 

по формулам 

 

 2

min 1 23 2 ;a a       (21) 

 2

max 1 23 2 .a a       (22) 

 

На основе полученных значений ωmin и ωmax вычислим значения а3min и a3max параметра а3 

соответственно в точках (21) и (22) на границе b2:  

 

 3 2 2 2

23min min 1 1 min3 ;a a a a           (23) 

 3 2 2 2
23max max 1 1 max3 ,a a a a           (24) 

 

тогда а3min = 75406,1; a3max = 247351,1. 

Исходя из рассмотренных в [3] особенностей динамики корневых портретов систем 

третьего порядка установлено, что ветви годографов подобных портретов мигрируют в правую 

полуплоскость только в двух точках: через границу b2 и точку t3 (см. рис. 2) ее пересечения 

с действительной осью σ. Значения а3 в верхней и нижней точках границы области миграции 

корней портрета через границу b2 определены выражениями (23) и (24). Очевидно, что в дан-

ном случае верхняя граница интервала параметра а3 определяется выражением 3 3minmin( ,a a  

3max )a 75406,1. 

Аналогичным образом, используя формулы (23) и (24), вычисляются минимальное и мак-

симальное значения а3, а'3min и a'3max при миграции корней портрета через точку t4 (см. рис. 2). 

Очевидно, что на основе этих значений определяется нижняя граница интервала параметра а3, 

)','max(
max3min33 aaa  = 68960,6. Тогда вычисленный на основании (10.с) интервал изменения 

параметра а3 годографа имеет следующий вид: ],[ 333 aaa  =[68960,6, 75406,1]. 
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Исследование миграции корней через границу β2 показало, что предельные значения па-

раметра в точках пересечения ветвей портрета с этой границей в данном случае на предельные 

значения интервалов вариации параметра а3 не влияют. 

С целью определения интервала вариации а4 рассмотрим полином (10.d) четвертой сте-

пени расширения (10). Подставив в (10.d) значение комплексного переменного s = σ + iω и сде-

лав соответствующие преобразования аналогично выполненным выше для n = 2 и n = 3, запи-

шем соответственно УКГ и УП годографа полинома (10.d): 

 

 0),(2344 32
3

1
2

1
33  vaaaa ; (25) 

 43
2

2
2

2
2

1
3

1
4224 ),(36 auaaaaa  . (26) 

 

На основе (25) и (26) запишем в комплексной плоскости УКГ 

 

 02344 32
2

1
2

1
23  aaaa  (27) 

 

и УП 

 

 .36 3
2

2
2

2
2

1
3

1
4224

4  aaaaaa  (28) 

 

Граница области качества Q (линия β1 на рис. 2) для семейства полиномов четвертой сте-

пени определена выражением (11). Искомые границы интервалов а4 вычисляются на основании 

УКГ (27) и УП (28) после подстановки в них соответствующих значений координат σ и ω точек 

пересечения ветвями годографов границы β1. Поскольку функция параметра а4(ω) (28) является 

непрерывной дифференцируемой функцией, то на границе β1 в общем случае будет иметь ме-

сто чередование участков возрастания и убывания этой функции. Следовательно, для вычисле-

ния границ интервала а4 вначале определим минимальное и максимальное значения коорди-

нат ω в области пересечения семейством годографов (10.c) границы b2, т. е. координат ωmin и 

ωmax соответственно по формулам 
 

 
3 2

2 31
min

1

4 3 2
;

4

a a a

a

    
  


 (29) 

 
3 2

321
max

1

4 3 2
.

4

a a a

a

    
  


 (30) 

 

На основе полученных значений ωmin и ωmax вычисляются значения а4min и a4max параметра 

а4 соответственно в точках t5 (29) и t6 (30) на границе β1 (рис. 3): 

 

 ;36 3
2
min2

2
2

2
min1

3
1

4
min

2
min

24
min4  aaaaaa  (31) 

 .36 3
2
max2

2
2

2
max1

3
1

4
max

2
max

24
max4  aaaaaa  (32) 

 

Тогда а4min = 558052,975; a4max = = 1077992,615. 

Корневой портрет, иллюстрирующий полученные результаты, показан на рис. 3. Он 

представлен полем корневых траекторий в виде линий уровня двух годографов. Ограничиваю-

щие поле линии пересекают границу β1 в точках t5 и t6. На рис. 3 положительные ветви и асим-

птоты годографов отмечены знаком «+», отрицательные – знаком «–». Ветви первого годогра-

фа, одна из ветвей которого пересекает границу β1 в точке t5, обозначены цифрой 1; ветви 

второго годографа, одна из ветвей которого пересекает границу β1 в точке t6, обозначены циф-

рой 2. Область пересечений корневого портрета с границей β1 представляет собой отрезок t5t6 

на этой границе (показан утолщенной линией на рис. 3). 
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На основании рассмотренных в [3] особенностей динамики корневых портретов систем 

четвертого порядка установлено, что ветви годографов подобных портретов мигрируют в пра-

вую полуплоскость только в двух точках: через границу β1 (точки t5 и t6) и точку t7 ее пересече-

ния с действительной осью σ (см. рис. 3). Значения а4 в верхней и нижней точках границы об-

ласти миграции корней портрета через границу β1 находятся из выражений (31) и (32). 

Очевидно, что в данном случае из выражений (31) и (32) определяется  верхняя граница интер-

вала параметра а4: 3 4min 4maxmin( , )a a a = 558053,0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Рис. 3. Определение коэффициента а4 

 

Минимальное и максимальное значения а4, а'4min и a'4max при миграции корней портрета 

через точку t7 (см. рис. 3) вычисляются аналогично с помощью формул (31) и (32). Очевидно, 

что на основе этих значений определяется нижняя граница интервала изменения параметра а4 

по формуле )','max(
max4min44 aaa  = 231416,2. Тогда вычисленный на основании (10.d)         

интервал изменения параметра а4 годографа имеет следующий вид: ],[ 444 aaa  =[231416,2, 

558053,0]. 

Исследование миграции корней через границу β2 показало, что предельные значения па-

раметра а4 в точках пересечения ветвей портрета с этой границей в данном случае не влияют на 

предельные значения интервалов вариации параметра а4. 

На рис. 3 показано доминирующее поле корневых траекторий для портрета системы чет-

вертого порядка, используемое для определения параметра а4. Поле представлено своими гра-

ничными годографами (линиями уровня поля). Очевидно, что миграция ветвей в комплексной 

плоскости в данном случае происходит в области пересечения границы β1 годографами поля, 

расположенной между точками t5 и t6, а миграция действительных ветвей – через точку t7, рас-

положенную на оси σ, т. е. точку пересечения данной оси с границей области качества Q. 
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Заключение 

Выполнено моделирование динамической системы четвертого порядка с учетом парамет-

рической неопределенности интервального характера в применении к системе автоматического 

управления электропривода на основе математических моделей в форме корневого портрета 

и расширенного корневого годографа системы. На основе установленных закономерностей ди-

намики корневых портретов систем четвертого порядка и результатов моделирования опреде-

лена последовательность (алгоритм) расчета граничных значений интервалов параметров по-

добных систем, обеспечивающих размещение семейства корней в заданной области плоскости 

собственных частот, а именно робастную устойчивость и робастное качество систем. Про-

веденное исследование также демонстрирует характер изменения динамики системы в ответ 

на параметрические вариации. 
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SIMULATION OF THE ELECTRIC DRIVE DYNAMICS ON THE BASIS  

OF ROOT LOCUS MODEL 
 

The paper represents the task of simulation of the control system dynamics in the rotor flux 

oriented vector control system of the induction motor with application of the mathematical model 

in the form of the extended root locus. An algorithm for control system parameters calculation has 

been proposed, ensuring stability and required quality when operating in conditions of the plant para-

metric uncertainty. 


