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КОМПАКТНОЕ ОПИСАНИЕ И ФОРМИРОВАНИЕ 
N-МЕРНЫХ РЕКУРСИВНЫХ РАЗВЕРТОК 

Предлагаются компактное описание и итерационный алгоритм формирования непрерывных и 
прерывистых траекторий произвольных N-мерных рекурсивных разверток на основе матрицы тра-
ектории рекурсивной развертки, определяемой достаточно малым набором начальных параметров, 
который включает размерность развертки, размер примитива, подстановочную матрицу, множе-
ство матриц ориентаций примитива и номер начальной ориентации примитива. Показано, что 
предложенные компактное описание и алгоритм позволяют получить траекторию произвольной ре-
курсивной развертки с любыми начальными условиями за счет выбора примитива, числа итераций 
построения матрицы траектории рекурсивной развертки и использования рекуррентного преобразо-
вания над матрицей номеров ориентаций примитива.  

Введение 

Интенсивное развитие информационных технологий основано на эффективной реализа-
ции алгоритмов сжатия, шифрования, фильтрации, быстрого поиска, распознавания и класси-
фикации N-мерных данных. Алгоритмы обработки информации ориентированы на операции с 
данными в пространстве определенной размерности (одномерном (1D), двухмерном (2D) или 
трехмерном (3D)). Для согласования размерности алгоритмов обработки с размерностью обра-
батываемой информации (файлов данных, речи, аудио, изображений, видео, стереоизображе-
ний, голограмм и т. д.) используется преобразование развертками, реализующее перестановку 
элементов данных (пикселей изображения, отсчетов аудиоданных и т. д.) [1–18].  

Обобщенной моделью развертки является заполняющая пространство кривая, представ-
ляющая траекторию развертки в виде порядка выборки элементов преобразуемых данных [1, 2]. 
В зависимости от размерности заполняемого пространства развертки делятся на двух- и трех-
мерные. Заполняющая пространство кривая однозначно описывается двухмерной или трехмер-
ной матрицей траектории развертки, элементы которой являются перестановкой и указывают 
порядок выборки элементов преобразуемых данных соответствующей размерности.  

По форме кривой, заполняющей пространство, развертки могут быть разделены на не-
сколько классов. Наибольший интерес для практического применения представляют три класса 
разверток: хаотические, периодические и рекурсивные (фрактальные). 

Заполняющая пространство кривая хаотической развертки имеет прерывистую траекто-
рию (рис 1, а). Одним из возможных применений хаотических разверток является шифрование 
речи и изображений [3, 4]. 
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Рис. 1. Примеры траекторий хаотических и периодических разверток: 
а) прерывистая хаотическая развертка; б) периодическая прерывистая строчная развертка; 

в), г) периодические непрерывные зигзагообразные развертки;  
д) периодическая непрерывная спиралеобразная развертка 



6                                                А.А. БОРИСКЕВИЧ, В.Ю. ЦВЕТКОВ 

 
Траектория периодической развертки отличается сравнительной простотой и достаточно 

легко масштабируется. Примерами простейших периодических разверток являются строчная, 
зигзагообразная, спиралеобразная (рис. 1, б-д). Они широко используются в алгоритмах обра-
ботки изображений и видео. Зигзагообразная развертка (рис. 1, г) используется в алгоритме 
JPEG для преобразования двухмерного пространства DCT-коэффициентов в одномерное и   
обратно [5]. Спиралеобразная развертка (рис. 1, д) применяется в технологии защиты изобра-
жений посредством цифровых водяных знаков [6]. 

Основной особенностью рекурсивных разверток является фрактальное самоподобие тра-
ектории развертки, проявляющееся в различных  масштабах наблюдения. Рекурсивная разверт-
ка задается примитивом (рис. 2, а, б, г, д), определяющим последовательность выбора элемен-
тов в небольшой области N-мерного пространства, и правилом, определяющим размещение 
различным образом ориентированных копий примитива в пространстве, размер которого равен 
размеру обрабатываемого фрагмента данных. Алгоритм рекурсивной развертки позволяет по-
строить матрицу перестановки элементов N-мерного фрагмента данных необходимого размера 
за число шагов, зависящее от соотношения размеров примитива и обрабатываемого фрагмента.  

Основное применение рекурсивные развертки находят в алгоритмах сжатия изображений 
в пространственной области без потерь [7] и с потерями [8], в области дискретного косинусно-
го и вейвлет-преобразований [5], а также в алгоритмах фрактального сжатия [9] из-за увеличе-
ния интервала корреляции пикселей в одномерном представлении по сравнению с вариантом 
использования строчной или другой периодической развертки. 

Простейшими рекурсивными развертками, имеющими непрерывную траекторию, явля-
ются развертки Гильберта [10] и Пеано [11] (рис. 2). Рекурсивные развертки, например кресто-
образная (рис. 2, г), реализуемая на замкнутой поверхности в виде тора, могут иметь прерыви-
стую траекторию. 
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Рис. 2. Примеры траекторий рекурсивных 2D- и 3D-разверток: 
а) примитив 2D-развертки Гильберта; б) примитив 2D-развертки Пеано; в) 2D-развертка Гильберта 44;  

г) примитив крестообразной 2D-развертки; д) примитив 3D-развертки Гильберта;  
е) 3D-развертка Гильберта 444; ж) 2D-развертка Пеано 99 

Актуальной проблемой является компактное описание траекторий рекурсивных развер-
ток, а также эффективных алгоритмов их формирования. Известные описания рекурсивных 
разверток представляются в виде рисунков, отражающих закон построения траектории разверт-
ки, моделей машин с конечными состояниями [12, 13], графов [14, 12], грамматик искусствен-
ного языка [3, 15, 16], а также тензоров [17]. Опубликован ряд алгоритмических и схемотехни-
ческих решений по формированию матриц траекторий рекурсивных разверток, используемых в 
видеокодеках [3, 15, 18]. Общими недостатками данных описаний рекурсивных разверток яв-
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ляются узкая ориентация на определенную форму траектории, в основном Гильберта, а также 
высокая сложность, препятствующая эффективной алгоритмической и аппаратной реализации 
в условиях увеличения длины траектории развертки. В связи с этим актуальным является во-
прос разработки компактного описания траектории рекурсивных разверток, не зависящего от 
типа, размерности и размера развертки, а также алгоритма формирования траекторий произ-
вольных рекурсивных разверток на основе компактного описания. 

1. Компактное описание N-мерных рекурсивных разверток 

Предлагается компактное описание траекторий N-мерных рекурсивных разверток на ос-
нове множества N-мерных матриц ориентаций примитива и рекуррентного преобразования для 
формирования непрерывных и прерывистых траекторий кривых, заполняющих N-мерное про-
странство [4, 19, 20]. Примитив представляет собой множество из S различных элементов, по-
рядок следования которых определяется перестановкой, задающей тип, исходную точку и на-
правление развертки. Рекуррентное преобразование основано на итерационной замене элемен-
тов матрицы номеров ориентаций примитива матрицами ориентаций примитива с использова-
нием матрицы замены и определяется следующим выражением: 

 СMФM rrr ,1 ,                                                             (1) 

где Фr – рекуррентное преобразование;  





 


1,0 rSiir rmM  – матрица номеров ориентаций 

примитива; 1,1  Rr  – номер итерации формирования рекурсивной развертки; R – число ите-

раций; S – общее число элементов в примитиве;    1,0  Prmi  – номер i-й ориентации прими-

тива на r-й итерации;    1,0000  PmM  – номер начальной ориентации примитива; P – чис-

ло ориентаций примитива; С – постоянная часть, задаваемая множеством ориентационных мат-

риц   1,0  PnnK  и подстановочной матрицей F;  1,0 


Siin kK  – ориентационная матрица, 

задающая n-ю ориентацию примитива и определяемая перестановкой из S элементов; 

 1,0  Ski ;  1,0,1,0, 


PjSijifF  – подстановочная матрица, устанавливающая правила 

формирования элементов  rmi  в результате подстановки элементов  1,0,  Pf ji  вместо эле-

ментов матрицы, полученной путем замены элементов   1rm Si  на ориентационные матри-

цы 
  1rm Si

K ;    – операция округления с недостатком. 

Преобразование матрицы Mr-1 в матрицу Mr на каждой итерации осуществляется в два этапа.  

1. На основе матрицы Mr-1 строится вспомогательная матрица  





 


1,0 rSiir rqQ , эле-

менты которой    1,0  Srqi  формируются из элементов ориентационных матриц 

  1,0  PnnK  в результате замены элементов   1rm Si  матрицы номеров ориентаций прими-

тива Mr-1 на соответствующие ориентационные матрицы 
  1rm Si

K , номера которых опреде-

ляются значениями элементов матрицы номеров ориентаций примитива Mr-1: 

 
  






 






 


1,0

11,0 rSi
r

Si
rmSiir KrqQ . 

2. На основе матрицы номеров ориентаций примитива Mr-1 предыдущей итерации и вспо-
могательной матрицы Qr формируется матрица номеров ориентаций примитива Mr в результате 
замены элементов  rqi  вспомогательной матрицы Qr элементами  

 
 1, rmrq

Sii
f  подстано-

вочной матрицы F:    
 

 1,  rmrqi
Sii

frm .  
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Матрица F может быть задана таблицей, состоящей из S строк и P столбцов, в ячейках 

которой размещаются элементы  1,0,  Pf ji . Согласно выражению (1) матрица rM  на ите-

рации r состоит из rS  элементов    
 

 1,  rmrqi
Sii

frm , каждый из которых представляет ори-

ентацию примитива  rmi
K  и выбирается из матрицы  1,0,1,0, 


PjSijifF  рекуррентного 

преобразования по номеру  rqi  строки и номеру 
 

 1rm
Si

 столбца. С каждой итерацией 

размер матрицы rM  увеличивается в S раз по сравнению с размером матрицы 1rM . 

Множество   1,0  RrrQ  вспомогательных матриц  





 


1,0 rSiir rqQ , сформированных 

на итерациях 1,0  Rr , служит для построения матрицы    





 


1,0 RSii RtRT  траектории 

рекурсивной развертки, элементы которой определяются по формуле 

    








 

R

r

rR
i SrqRt

rRSi1
,                                                     (2) 

где 1,0  RSi . 

Последовательность элементов  Rti  матрицы  RT  траектории рекурсивной развертки 

является перестановкой из RS  элементов, определяющей порядок выбора отсчетов преобра-
зуемых разверткой N-мерных данных. 

Предлагаемое описание не зависит от типа развертки, обеспечивает компактное пред-
ставление информации о траектории развертки на каждой итерации и формируется в результате 
следующих шагов. 

1. Выбор размерности N и размера s примитива рекурсивной развертки. Для преобразова-
ния N-мерных данных представляют интерес компактные описания одномерной (N=1), двух-
мерной (N=2) и трехмерной (N=3) рекурсивных разверток. Размер s примитива рекурсивной 
развертки задает число элементов в направлении каждой оси N-мерного пространства и опре-
деляется из соотношения 

NsS  .                                                                      (3) 

2. Определение множества   1,0  PnnK  ориентационных матриц: 

      

      
      

























,3при1,0,,

,2при1,0,,

,1при1,0,,

3
,,1,0,1,0,1,0,,47,0

2
,1,0,1,0,7,0

1,01,0

NskkKK

NskkKK

NskkKK

ljislsjsiljinnn

jisjsijinnn

isiinnn

               (4) 

где P – число ориентаций примитива, определяемое выражением 


















.3при48

,2при8

,1при2

2
12

N

N

N

NP
N

                                                   (5) 
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3. Определение номера M0 начальной ориентации примитива (r=0): 

 
 
 














.3при00

,2при00

,1при00

0,0,00

0,00

00

NmM

NmM

NmM

                                                    (6) 

4. Задание подстановочной матрицы F: 

 




























 







 



.3при

,2при

,1при

47,0,1,0,

7,0,1,0,

1,0,1,0,

3

2

NfF

NfF

NfF

jsiji

jsiji

jsiji

                                              (7) 

2. Алгоритм формирования N-мерных рекурсивных разверток 

Предлагается итерационный алгоритм формирования матриц траекторий N-мерных ре-
курсивных разверток для преобразования N-мерных данных, основанный на компактном опи-
сании рекурсивных разверток и состоящий из следующих шагов. 

1. Компактное описание рекурсивной развертки в соответствии с выражениями (3)–(7). 
2. Определение длины LT траектории рекурсивной развертки исходя из числа VT элемен-

тов N-мерных данных, преобразуемых разверткой: 

   
N

V
T

N
TssL 










log
,                                                         (8) 

где    – операция округления с избытком. 

3. Определение числа R итераций формирования рекурсивной развертки, исходя из раз-
мерности N и длины LT траектории рекурсивной развертки, с помощью выражения 

 N
Ts LR log .                                                                (9) 

4. Задание начального значения счетчика итераций r=1.  
5. Начало цикла. Формирование вспомогательной матрицы rQ : 

   

 

     

 

       

 



















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Nrq
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r
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                        (10) 
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6. Формирование матрицы номеров ориентаций примитива rM : 

     
 

 

     
   
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
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
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
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
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,

,2при,

,1при,

1,,,
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1,,1,0,1,0,
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,,,,

,,

N
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rmM
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rmrqjisjsijir

rmrqisiir
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rrr
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sii
r

          (11) 

7. Увеличение счетчика итераций на единицу: r = r + 1. 
8. Проверка условия окончания цикла. Если r < R, переход к началу цикла на шаг 5. 
9. Определение значений элементов матрицы  RT  траектории рекурсивной развертки 

для R итераций: 

       

   

     

   

     
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
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
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N
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RtRT
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R

r

rR
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R

r

rR
ji
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R

r

rR
isii

rRslrRsjrRsi

RRR

rRsjrRsi

RR

rRsi
R

                         (12) 

Алгоритм формирования матриц траекторий N-мерных рекурсивных разверток включает 
блоки компактного описания рекурсивной развертки и циклически реализуемые блоки форми-
рования вспомогательных матриц и матриц номеров ориентаций примитива (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Блок-схема алгоритма формирования двухмерной рекурсивной развертки 
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3. Компактное описание и формирование рекурсивной развертки Гильберта 

Для эффективной обработки N-мерных данных на основе вейвлет-преобразования пред-

ставляют интерес рекурсивные развертки с размером примитива, кратным N2 . Простейшей 
рекурсивной разверткой, удовлетворяющей данному условию при N=2, является развертка 
Гильберта с размером примитива s=2. 

Для 2D-развертки Гильберта обеспечивается P=8 и 422 S . Данная развертка ком-

пактно описывается множеством   7,0nnK  ориентационных матриц, 









1,10,1

1,00,0

kk

kk
Kn , 

 3,0, jik , и подстановочной матрицей F, определяемыми следующими выражениями: 
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                               (13) 

 





















23016745

76543210

76543210

01234567

7,0,3,0, jijifF .                                 (14) 

Правила замены элементов    3,0, rq ji  вспомогательной матрицы 

    





 


12,0,12,0

12,2 rrji ji
rmr KQ  на номера ориентационных матриц представлены  в 

табл. 1 и на основе (10), (11) применяются на каждой итерации согласно логической схеме 

rrr MQM 1 . 

Таблица 1 
Таблица подстановки для 2D-развертки Гильберта 

 rq ji,      12,2 rm ji  

0 1 2 3 4 5 6 7 
0 7 6 5 4 3 2 1 0 
1 0 1 2 3 4 5 6 7 
2 0 1 2 3 4 5 6 7 
3 5 4 7 6 1 0 3 2 

Альтернативным описанием рекуррентного соотношения (14) и табл. 1 является граф 
смены номеров ориентаций примитива  rm ji,  в зависимости от значений  rqi  и 

   
 1

,
rm

sjsi
 (рис. 4, а). 

На основе компактного описания (13), (14) может быть построена рекурсивная развертка 
Гильберта произвольного размера и начальной ориентации примитива. Для R=3 и M0=0 матри-
цы номеров ориентаций примитива rM  и вспомогательные матрицы rQ  развертки Гильберта 

определяются следующими выражениями. 
Инициализация: 0r ,    000,00  mM . 

Итерация 1: 1r ,      








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21
001 0,0
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   
    



















57

00

11
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1,10,1

1,00,0
1 mm

mm
M . 
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Итерация 2: 2r ,  
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Итерация 3: 3r , 
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а) б) 

Рис. 4. Граф формирования и траектория рекурсивной 2D-развертки Гильберта: 
а) граф развертки; б) траектория развертки при R=3 и M0=0 
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Матрица T(3) траектории рекурсивной развертки Гильберта имеет вид 

 



































636059585430

626156576721

49505554981314

4851525310111215

4746333231301716

4445343528291819

4340393627242320

4241383726252221

3T .                                      (15) 

На рис. 4, б показана траектория рекурсивной развертки Гильберта, соответствующая 
матрице (15). Аналогично формируются компактные описания и траектории других рекурсив-
ных разверток.  

4. Результаты моделирования рекурсивных разверток 

На рис. 5, а-в представлены 2D-образы рекурсивных разверток Гильберта 6464 (R=6), 
Пеано 8181 (R=4) и крестообразной 125125 (R=3) в виде полутоновых изображений, полу-
ченные по матрицам траекторий T(R) в результате пересчета их значений по модулю 64, 81 и 
125 соответственно. Выбор модуля определяет особенности визуализации структуры форми-
руемого 2D-образа развертки и позволяет оценить степень ее нерегулярности. На рис. 5, г изо-
бражен 2D-образ 512512 пикселей 3D-развертки Гильберта 646464 (R=6), полученный в ре-
зультате пересчета значений матрицы T(R) по модулю 64. 2D-образ составлен из 64 фрагментов 
6464. 

Оценка компактности предложенного описания рекурсивных разверток (1) может быть представ-
лена в виде отношения G объемов информации   RT  и  RFKM ,,, 00 , относящихся соответственно 

к формируемой матрице траектории  RT  рекурсивной развертки и элементам компактного описания: 

    RFKMRTG ,,, 00 ,                                                     (16) 

где          RFKMRFKM   0000 ,,, ;  0M ,  0K ,  F ,  R  – объемы инфор-

мации, относящиеся к описанию матриц 0M , 0K , F  и числу итераций R соответственно. 

 

 

 

 

 

 

 

 
а) б) в) г) 

Рис. 5. 2D-образы рекурсивных разверток: 
а) 2D-развертка Гильберта 6464; б) 2D-развертка Пеано 8181; в) крестообразная  

2D-развертка 125125; г) 2D-образ 512512 3D-развертки Гильберта 646464 

С учетом формулы (2), размера S примитива и числа R итераций построения развертки оцен-

ка   RT  вычисляется с помощью    RSRT   (символов) или     RR SSRT 2log  (бит).  

С учетом (1), (2), (5), размера S и числа P ориентаций примитива оценки  0M ,  0K ,  F  и 

 R  вычисляются в соответствии с выражениями 
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  10 M (символ) или    PM 20 log  (бит);                                        (17) 

  SK 0 (символов) или    SSK 20 log  (бит);                                    (18) 

  PSF  (символов) или    PPSF 2log  (бит);                                (19) 

  1R (символ) или    RR 2log  (бит).                                            (20) 

В табл. 2 приведены значения оценок компактности G рекурсивных 2D-разверток Гиль-
берта, Пеано и крестообразной, показанных на рис. 5 (N=2, P=8). 

Таблица 2 
Объемы информации для компактного описания двухмерных рекурсивных разверток 

Типы разверток S 
 0M , 

бит 

 0K , 

cимв./бит 

 F , 

cимв./бит 

 ,R
бит 

(M0,K0, 
F,R), бит 

  RT , 

cимв./бит 
G 

Гильберта 4 3 4 / 8 32 / 96 3 110 4096/49152 446,8 
Пеано 9 3 9 / 36 72 / 216 3 258 6561/85293 330,6 

Крестообразная 25 3 25 / 125 200/600 2 730 15625/218750 299,7 

Важно отметить, что компактность предложенного описания слабо зависит от размера 
матрицы траектории  RT  рекурсивной развертки. Выигрыш G от использования компактного 

описания рекурсивной развертки растет с увеличением размера матрицы траектории  RT . 

Заключение 

В отличие от известных описаний рекурсивных разверток, построенных на графах, блок-
схемах алгоритмов, рисунках траекторий и ориентированных на алгоритм синтеза развертки 
определенного типа и размерности, предложенное описание рекурсивных разверток является 
компактным и позволяет получить траекторию развертки произвольного типа и размерности за 
счет выбора примитива, числа итераций построения матрицы траектории и использования ре-
куррентного преобразования над матрицей номеров ориентаций примитива. Данное компакт-
ное описание и алгоритм формирования рекурсивных разверток практически не зависят от раз-
мера матрицы траектории и позволяют получить эффективную аппаратно-программную реали-
зацию произвольных рекурсивных разверток. 
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A.A. Baryskevich, V.Yu. Tsviatkou 

A COMPACT DESCRIPTION AND FORMING 
N-DIMENSIONAL RECURSIVE SCANS 

A compact description and an iterative algorithm of forming continuous and noncontinuous tra-
jectories of arbitrary N-dimensional recursive scans based on recursive scan trajectory matrix are pro-
posed. The matrix is defined by a sufficiently small set of initial parameters: the scan dimension, the 
primitive size, the substitution matrix, the primitive orientation matrix set and the initial primitive ori-
entation number. It is shown that the description and the algorithm allow to receive a trajectory of ar-
bitrary recursive scan with any initial conditions due to choice of the primitive, the iterations number 
of recursive scan trajectory matrix design, and using the recurrent transform of primitive orientation 
number matrix. 




