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ОЦЕНКИ МЕСТОПОЛОЖЕНИЯ ОБЪЕКТОВ НА ДИСКРЕТНОМ РАСТРЕ 

Даются оценки погрешностей определения координат объектов изображения, обусловленных 
их дискретным представлением. Оценки основываются на вычислении ширины зоны неопределенно-
сти в положении границ объектов на дискретном растре. Определяются погрешности местополо-
жения для многоугольников и кругов. 

Введение 

Дискретный характер расположения фоточувствительных элементов в приборах с заря-
довой связью, фотодиодных и фототранзисторных матрицах и других матричных приемниках 
приводит к искажению формы, разрывам, сдвигу, изменению размеров объектов изображения 
и, соответственно, к погрешностям в определении их местоположения. Эти погрешности в зна-
чительной мере зависят от ширины β зоны неопределенности (зоны нечувствительности при-
менительно к матричным фотоприемникам или зоны непостоянной чувствительности примени-
тельно к отдельным фотоэлементам) в положении границ объектов изображения [1–9]. Для за-
данного участка границы объекта эта зона представляет собой множество всех участков, опи-
сываемых тем же самым цепным кодом (элементарными отрезками ломаной), что и исходный 
участок. Описание такой зоны для прямолинейных границ объектов получено в работах [4–6]. 
Так, в работе [4] показано, что для отрезка прямой с концевыми точками, лежащими в узлах 
квадратной решетки, ее самая низкая и самая высокая границы отличаются друг от друга на 
шаг решетки в горизонтальном и вертикальном направлениях. Вопросы оценки величины β в 
зависимости от угла ориентации отрезка прямой рассмотрены в работах [5–8]. Графический 
метод оценки величины β описан в работе [6]. Для некоторых значений углового коэффициента 
прямой получены аналитические оценки этой величины [7]. Для произвольного углового коэф-
фициента оценки величины β даны в работе [8]. В ней также получены оценки погрешностей ме-
стоположения произвольно ориентированного прямоугольника на решетке в зависимости от β. 
Оценки погрешности местоположения центра круга на решетке приведены в работе [3], в кото-
рой показано, что они обратно пропорциональны количеству строк или столбцов растра, со-
держащих круг. В настоящей работе эти погрешности выражаются через радиус круга, что дает 
возможность рассчитать их заранее. В основу оценок погрешностей положено определение 
величины β для отрезков прямых, углов и дуг окружностей. Это позволяет получить аналити-
ческие оценки погрешностей местоположения на дискретном растре многоугольников, кругов 
и других геометрических фигур.  

1. Дискретpное представление объектов изображения 

Рассмотрим объект изображения (рис. 1) в прямоугольной декартовой системе координат 
XOY, совмещенной с координатной системой растра, который представляет собой целочислен-
ную решетку с постоянным шагом. В узлах решетки расположены точечные фоточувствитель-
ные элементы, а изображение  квантовано в этих точках на два уровня: 0 – фон, 1 – объект. Под 
контурным элементом (точкой) объекта будем понимать единичный элемент, у которого из 
четырех соседних с ним элементов в горизонтальном и вертикальном направлениях есть хотя 
бы один нулевой. Кратчайшая замкнутая ломаная линия, соединяющая все контурные элемен-
ты в предположении, что они 8-связны, образует контур объекта, который, следуя [10], назовем 
черным (внутренним) контуром. Аналогично введем в рассмотрение белый (внешний) контур, 
т. е. кратчайшую замкнутую ломаную линию, соединяющую 8-связные  нулевые элементы, 
граничные в смысле 4-связности с элементами черного контура. Для последующего описания 
этих контуров воспользуемся цепным кодом Фримена [10], ставящим в соответствие каждому 
из восьми возможных углов ориентации элементарных отрезков контура (т. е. отрезков, соеди-
няющих два соседних элемента контура) одну из восьми цифр: 0, 1,…,7. При этом отрезку, 
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ориентированному в системе координат XOY под углом в 0o, ставится в соответствие цифра 0, 
отрезку, ориентированному под углом в 45o, – цифра 1 и т. д.  

 

  1

 2

 
Рис. 1. Дискретизированный объект – прямоугольник (1 – черный контур, 2 – белый контур) 

Область, лежащая между черным и белым контурами, определяет зону неопределенности 
положения границ объекта, от ширины β которой зависят погрешности ( , )x yΔ = Δ Δ  определения 
координат (x, y) объекта. В пределах этой области множество участков границ описывается од-
ним и тем же цепным кодом. Так, множество всех прямолинейных отрезков, заданных в первом 
октанте в пределах 1n +  столбцов растра уравнением прямой y kx b= + , представляется цепным 
кодом  Фримена вида 1 2, ,..., nL l l l=  [5, 6], где ( ) ( 1)il y i y i= − − ; 0il =  или 1; 1, 2, ...,i n= ; 

( ) [ ]y i ki b= + , k – угловой коэффициент прямой; b – точка пересечения прямой с осью OY; [A] – 
целая часть A. Аналогичным кодом представляется множество всех дуг окружности радиуса r, 
заданных уравнением 2 2 2

0 0( ) ( )x x y y r− + − =  ( 0 0,x y  – координаты центра окружности), и дру-
гих плоских кривых, заданных параметрами или уравнениями вида ( )y f x=  или ( , ) 0F x y = . Для 
прямолинейной границы объекта зона неопределенности представляет собой полосу шириной βs, 
имеющую общие точки с черным и белым контурами, а для границы в виде окружности – кольцо 
шириной βc, образованное двумя концентрическими окружностями, одна из которых (радиуса r) 
имеет общие точки с черным контуром, а вторая (радиуса R) – с белым.  

2. Ширина зоны неопределенности 

Дадим оценки ширины зоны неопределенности β для базовых элементов контурного изо-
бражения: отрезков прямых и дуг окружностей. Для простоты последующих выкладок предпо-
ложим, что шаг решетки равен единице.  

Пусть отрезок прямой лежит в первом октанте системы координат XOY, а его угловой ко-
эффициент равен tg /k p q= ϕ =  (p и q – взаимно простые числа). Для других октантов выклад-
ки существенно схожи. 

С целью оценки величины βs сопоставим отрезку прямой двоичную периодическую по-
следовательность Фримена [10] 

0 1 1, ,..., qL l l l −=                                                                    (1) 

или ее реверсивную последовательность 1 1 0,..., ,qL l l l−′ = , где jl – тангенс угла наклона j-го эле-
ментарного отрезка ( 0,1, ..., 1)j q= − , принадлежащего ближайшей ломаной линии, которая ап-
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проксимирует отрезок прямой. Для горизонтальных элементарных отрезков единичной длины 
0jl = , а для отрезков, ориентированных под углом в 45o по отношению к горизонтальным и 

имеющих длину, равную 2 , 1jl = . 
По аналогии с доказательством предложения 3 из работы [4] можем показать, что макси-

мальная длина imax серии из смежных нулевых элементов в последовательности (1) соответствует 
отрезку прямой, две точки которого лежат в узлах решетки. При этом последовательность (1) 
имеет вид [8] 

10,...,0, ,...,i qL l l+=  (или 10,...,0, ,...,q iL l l−′ = ),                                          (2) 

где максимальное значение i находится из выражения 

] [
p

pqi −
=max .                                                               (3) 

Здесь ]А[ – наименьшее целое, не меньшее, чем А. 
Применяя это свойство и несложные геометрические построения, получаем  

] [
2 2s

q pq p
p

p q

−
−

β =
+

,                                                             (4) 

если 0 arctg(1 / 2)≤ ϕ ≤ . 
Для углов φ ориентации отрезка прямой, лежащих в пределах arctg(1 / 2) / 4< ϕ ≤ π , соот-

ветствующая оценка ширины зоны неопределенности имеет вид 

] ( )
2 2s

pq q p
q p

p q

− ⎡ −⎣−β =
+

.                                                        (5) 

Если хотя бы две точки отрезка прямой не лежат в узлах решетки, ширина зоны неопре-
деленности вычисляется для первого октанта по формуле [8] 

( )cos sin 0,1,..., 2 .s j j q∗β = ϕ− ϕ = −                                             (6) 

Для других октантов оценки ширины этой зоны для отрезков прямой схожи.  
Ширину зоны неопределенности для  окружности оцениваем как 

0 1.c≤ β <                                                                      (7) 

Кроме того, если центр окружности радиуса r лежит в узле решетки или смещен на поло-
вину шага решетки вдоль осей OX и OY относительно данного узла, имеют место неравенства 

2 1 1.cr r+ − ≤ β <                                                               (8) 

В противном случае ширина зоны неопределенности удовлетворяет неравенствам 

20 1 .c r r< β < + −                                                              (9) 
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Рис. 2. Дискретизированный  круг (1 – черный контур, 2 – белый контур) 

Оценки (7)–(9) получаем следующим образом. Пусть центр окружности лежит в узле O 
решетки (рис. 2). Совместим начало системы координат XOY с этим узлом и построим выпуклую 
оболочку черного контура, представляющую собой в общем случае выпуклый многоугольник, 
который совпадает с черным контуром на его горизонтальных, вертикальных и диагональных 
участках и заменяет ломаную на прямолинейные отрезки на переходных участках (от горизон-
тальных или вертикальных к диагональным и наоборот). Таким образом, этот многоугольник в 
общем случае состоит из горизонтальных (перпендикулярных оси OY), вертикальных (перпенди-
кулярных оси OX), диагональных (перпендикулярных осям, ориентированным под углами в π/4 и 
3π/2 по отношению к оси OX) и комбинированных участков (прямолинейных отрезков, соеди-
няющих горизонтальные или вертикальные отрезки с диагональными). С помощью несложных 
геометрических построений оцениваем ширину зоны неопределенности для каждого типа участ-
ков (сторон многоугольника, вписанного в окружность радиуса r): βh – для горизонтальных (вер-
тикальных); βd – для диагональных; βk – для комбинированных; βhd – для точек перехода от гори-
зонтальных (вертикальных) элементарных отрезков ломаной к диагональным в углах много-
угольника; βdh – для точек перехода от диагональных элементарных отрезков ломаной к горизон-
тальным (вертикальным) в углах многоугольника. Эти оценки равны:  

– для нечетного числа N (N = 1,3,...) контурных точек, содержащихся в отрезке, 

1 1cos( / 2) 1 ;h r rβ = α + −                                                         (10) 

– для четного числа N (N = 2,4,...) контурных точек, содержащихся в отрезке, 

2 2
1 2 2cos ( / 2) 2 cos( / 2) 1 ;d r r rβ = α + α + −                                       (11) 

– для нечетного числа контурных точек, содержащихся в отрезке, 

2 3cos( / 2) 2 / 2 ;d r rβ = α + −                                                    (12) 

– для отрезка, рассматриваемого как направленный от горизонтального (вертикального) 
отрезка к диагональному, 

1 4cos( / 2) cos sin ;k r rβ = α + θ − θ −                                                (13) 

– для отрезка, рассматриваемого как направленный от диагонального отрезка к горизон-
тальному (вертикальному), 
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2 5cos( / 2) sin ;k r rβ = α + θ −                                                     (14) 

6 0cos( / 2) / sin ;hd rβ = α ω −                                                     (15) 

7 1cos( / 2) / sin ,dh rβ = α ω −                                                      (16) 

где 1 7α −α  – центральные углы; 0ω и 1ω  – углы, под которыми видны продолжения отрезков из 
центра окружности: на шаг решетки – для горизонтального или вертикального отрезка и на 

2 , умноженному на шаг решетки, – для диагонального отрезка; θ – угол наклона комбиниро-
ванного отрезка. 

Ширина зоны неопределенности для круга  

1 1 2 1 2min{ , , , , , , }c h d d k k hd dhR rβ = − = β β β β β β β .                                      (17) 

Пусть выполняются равенства 1 2 7...α = α = = α . Тогда выпуклая оболочка черного контура 
представляет собой правильный многоугольник. В связи с тем что угловые коэффициенты диаго-
нальных отрезков являются иррациональными числами, а угловые коэффициенты комбинирован-
ных отрезков могут являться таковыми, период цепного кода Фримена, соответствующего этим 
отрезкам, в общем случае является бесконечным. Например, для 16-угольника комбинированные 
отрезки перпендикулярны осям, ориентированным под углами в π/8, 3π/8, 5π/8 и 7π/8 по отноше-
нию к оси OX. Поскольку их тангенсы углов наклона являются иррациональными числами: 
tg( / 8( 1)) 2 1kπ + = ± ± , 0,...,3k = , т. е. бесконечными непериодическими дробями (из-за ирра-
циональности числа 2 ), период цепного кода Фримена, соответствующего  этим отрезкам, тоже 
является бесконечным. Поэтому для конечных размеров решетки приближаем число 2  согласно 
[11] конечной цепной дробью вида [1; 2,…,2]. В результате такого приближения многоугольник 
становится «почти правильным» для больших значений r. Аналогично поступаем и для других 
многоугольников в подобных случаях. Следовательно, для них выполняется условие 

1 2 7...α ≈ α ≈ ≈ α . С учетом этого условия можем показать, что выполняются неравенства: 
– для / 4 arctg(( 2) / 4)k kπ < θ < π +  

2
1 1 2 1 2 61 ( 0) 1h d d k k dh hd hd r r> β > β > β > β > β > β > β > β α = = + − ;                     (18) 

– для arctg(( 2) / 4) ( 1) / 4k kπ + < θ < + π  ( 0,1,2,3)k =  

2
1 1 2 2 1 61 ( 0) 1h d d k k dh hd hd r r> β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β α = = + − .                     (19) 

Если центр окружности смещен вместе с началом системы координат XOY на 1/2 шага 
решетки в горизонтальном и  вертикальном направлениях, выпуклая оболочка черного контура 
также является правильным или почти правильным многоугольником. Тогда величина βс опре-
деляется также по формуле (17) после замены 1hβ  на 2hβ , где  

2 2
2 8 8cos ( / 2) 2 cos( / 2) 5 / 4h r r rβ = α + α + −                                       (20) 

представляет собой ширину зоны неопределенности для горизонтальных (вертикальных) сто-
рон многоугольника при четном числе N (N = 2, 4,…) контурных точек, расположенных на сто-
роне многоугольника, а α8 – центральный угол, соответствующий этой стороне. 

В этом случае выполняются неравенства: 
– для / 4 arctg(( 2) / 4)k kπ < θ ≤ π +  

2
2 1 2 1 2 61 ( 0) 1h d d k k dh hd hd r r> β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β α = = + − ;                      (21) 
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– для arctg(( 2) / 4) ( 1) / 4k kπ + < θ < + π  ( 0,1,2,3)k =  

2
2 1 2 2 1 61 ( 0) 1h d d k k dh hd hd r r> β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β ≥ β α = = + − .                      (22) 

Если выпуклая оболочка черного контура представляет собой неправильный n-угольник 
(который соответствует окружности радиуса r с центром, лежащим в узле решетки или сме-
щенным относительно его на 1/2 шага решетки в горизонтальном и  вертикальном направлени-
ях), дополним его до правильного n-угольника (рис. 2). Поскольку при этом длина некоторых 
сторон этого n-угольника превосходит длину соответствующих сторон исходного n-угольника, 
то радиус r1 окружности, описанной вокруг него, превосходит r. Если при этом выполняется 
условие 1r r R< < , ширина зоны неопределенности β1, соответствующая неправильному  
n-угольнику, равна 2 1/2( 1)c r rβ ≥ + − . Если же 1r R≥ , то β1 не меньше чем 2 1/2 2

1 1( 1)r r+ − , так как 
функция 2 1/2( ) ( 1)f r r r= + −  является невозрастающей. 

При смещении центра окружности относительно узла решетки на величину ( , )x y= δ δδ  
(0 , 1 / 2)x y< δ δ <  неравенства (18), (19) или (21), (22) нарушаются, в том числе и для величин 
βhd и βdh, определяемых по формулам (15) и (16). Можем показать с помощью несложных гео-
метрических построений, что при этом соответствующие им величины hd′β  и dh′β  вычисляются 
по формулам 

1
02 2

sin ;hd
r r

r
−′β = ω −

+ δ
                                                      (23) 

 
1

12 2
sindh

r r
r

−′β = ω −
+δ

                                                         (24) 

и при этом выполняются неравенства 2
60 , ( 0) 1hd dh hd r r′ ′< β β < β α = = + − . 

При r → ∞ величина βc → 0, а при r → 0 величина βc → 1. 

3. Погрешности местоположения объектов  

Погрешности ( , )x yΔ = Δ Δ  определения координат угловых точек прямоугольника, когда 
все его угловые точки лежат в узлах решетки, вычисляются по формуле [8] 

2 sΔ = β ,                                                                  (25) 

где ∆ – модуль вектора ∆, а величина βs определяется по формулам (4) и (5). 
Если хотя бы одна из угловых точек прямоугольника не лежит в узле решетки, то по-

грешности ΣΔ в определении координат такой точки согласно работе [8] лежат в пределах 

2 cos 2cos (2 2) sΣϕ ≤ Δ ≤ ϕ− − β .                                              (26) 

Отметим, что функция ∆, определяемая по формуле (25), и функции 2 cosϕ  и 

( )2cos 2 2 sϕ− − β  в неравенствах (26) являются симметричными функциями относительно 

значений ( / 4)n nϕ = π  на интервалах [( / 2)( 1),( / 2) ]n nπ − π , 1,2,...n = . Кроме того, они являют-
ся периодическими функциями с минимальным периодом, равным π/2. Значения функции Δ  
(в шагах решетки) для некоторых значений тангенсов углов ориентации прямоугольника при-
ведены в табл. 1.  
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Таблица 1 
Значения погрешностей ∆ для различных углов ориентации прямоугольника 

tgφ 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

∆ 2 1,41 0,28 0,14 0,26 0,63 0,24 0,12 0,22 0,1 1 

Если ширина зоны неопределенности вычисляется по формуле (6), погрешность в опре-
делении координат угловых точек прямоугольника находится из выражения  

2 2 2
0 02cos 2 sin cos sinj j∗Δ = ϕ − ϕ ϕ + ϕ .                                         (27) 

Оценки (25)–(27) имеют место и для фигур, стороны которых представляют собой взаим-
но перпендикулярные отрезки. Эти оценки являются нижними оценками для фигур с острыми 
углами и верхними – для фигур с тупыми углами. Приведем соответствующие выражения. 

Предположим, что 1 2ψ = ϕ − ϕ  – угол, определяемый двумя лучами с углами наклона 1ϕ  
и 2ϕ  соответственно, и угол 1ϕ  лежит в первом октанте ( 1ϕ  < 2ϕ ). Тогда ошибка в определе-
нии координат острого угла (0 / 2)ψ < ψ ≤ π  равна 

0
a a a
ΣΔ ≤ Δ + Δ ,                                                                                                            (28) 

где 
2 2 1/2
1 2 1 2( 2 cos ) / sinaΔ = β +β + β β ψ ψ ;                                             (29) 

1 2 1 2 0 1 2 1 2(cos cos ) / 2sin( / 2) (cos cos ) / sinaϕ + ϕ −β −β ψ ≤ Δ ≤ ϕ + ϕ −β −β ψ                (30)  

для 1 2 1arctg(tg 1) arctg(tg 2)ϕ + < ϕ ≤ ϕ +  и 

1 2 1 2 0 1 2 1 2(cos sin ) / 2sin( / 2) (cos sin ) / sinαϕ + ϕ −β −β ψ ≤ Δ ≤ ϕ + ϕ −β −β ψ               (31) 

для 1 2 1arctg(tg 2) / 2ϕ + < ϕ ≤ ϕ + π ; β1 и β2 – ширина зоны неопределенности, соответствующая 
углам 1ϕ  и 2ϕ . 

Ошибка в определении координат тупого угла ( / 2 )ψ π ≤ ψ < π  вычисляется по формуле 

0
o o o
ΣΔ ≤ Δ + Δ ,                                                                (32) 

где  
o aΔ = Δ ;                                                                    (33) 

1 2 1 2 0

1 2 1 1

((cos sin )(sin cos ) ) / 2sin( / 2)
((cos sin )(sin cos ) ) / sin .

oϕ + ϕ ψ − ψ −β −β ψ ≤ Δ ≤
≤ ϕ + ϕ ψ − ψ −β −β ψ

                           (34) 

Оценку aΔ  получаем путем определения евклидова расстояния между точкой O1 пересе-
чения прямых, заданных уравнениями y1 = k1x + b1  и y2 = k2x + b2, и точкой O2 пересечения 
прямых, заданных уравнениями y1 = k1x + b1 + β1 и y2 = k2x + b2 + β2, где k1 = tgφ1, k2 = tgφ2. 

Оценки ∆a
0 и ∆o

0
  основываются на определении посредством несложных геометрических 

построений кратчайшего расстояния d между точкой O1 и точками черного контура: 

1 2 1 2 1 2(cos cos ) / (sin sin )d = ϕ + ϕ −β −β ψ + ψ                                       (35) 

( 1ψ  и 2ψ – углы, на которые делит угол ψ  отрезок прямой, проведенный из точки O1  к бли-
жайшей точке черного контура) – и оценивании величины d снизу и сверху путем доказатель-
ства неравенств (30), (31) и (34). 

Для других октантов результаты оценивания ошибок в определении координат углов схожи.  
При определении погрешностей местоположения многоугольника устанавливаем при-

надлежность его внутренних углов одному из возможных интервалов: (0, π/2], (π/2, π), (π, 3π/2], 
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(3π/2, 2π). Затем оцениваем погрешности по формуле (28) для интервалов (0, π/2] и (π, 3π/2] и 
по формуле (32) – для интервалов (π/2, π) и (3π/2, 2π). 

Погрешность ∆с в определении местоположения центра круга равна половине зоны неопре-
деленности, вычисляемой по формулам (8) и (9). Значения погрешности 2 1/2(1 / 2)(( 1) )c r rΔ = + −  
для некоторых значений радиуса r круга приведены в табл. 2. 

Таблица 2 
Значения погрешности местоположения центра круга для различных значений радиуса r   

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
∆с 1 0,207 0,118 0,081 0,061 0,049 0,041 0,036 0,031 0,028 0,025 0,023

Заключение 

В работе получены формулы для вычисления ширины зоны неопределенности положения 
границ (отрезков прямых и дуг окружностей) объектов на дискретном растре. С помощью этих 
формул определены погрешности местоположения многоугольников и кругов на растре. 
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V.I. Lebedev 

THE ESTIMATES OF THE OBJECTS’ POSITIONS IN DISCRETE RASTER 

The error estimates of definition of the objects position in discrete raster are given. The estimates are 
based on calculating uncertainly zone width in object boundary location in the raster. 


