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Аннотация. Приводится математическое обоснование алгоритма синтеза собственного преобразования 

и нахождения формулы собственных значений персимметричной матрицы размерности 2kN   ( 1, 4k  )  на основе 

ортогональных операторов вращения. Предложенный алгоритм позволил усовершенствовать разработанный 

автором подход к вычислению собственных значений на основе численных примеров для максимальной 

размерности матриц 64 64, в результате чего удалось получить аналитические соотношения для вычисления 

собственных значений персимметричной матрицы. Показывается, что собственное преобразование имеет факто-

ризованную структуру в виде произведения операторов вращения, каждый из которых является прямой суммой 

элементарных матриц вращения Гивенса и Якоби. 
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ORTHOGONAL REPRESENTATION OF THE PROPER TRANSFORMATION 

OF A PERSYMMETRIC MATRIX BASED ON ROTATION OPERATORS 

1 
Abstract. The mathematical substantiation of the algorithm for synthesis of the proper transformation and finding the 

eigenvalue formulae of a persymmetric matrix of dimension 2kN   ( 1, 4k  ) based on orthogonal rotation operators is 

given. The proposed algorithm made it possible to improve the author's approach to calculating eigenvalues based on 

numerical examples for the maximal dimension of matrices 64×64, resulting the possibility to obtain analytical relations for 

calculating the eigenvalues of the persymmetric matrix. It is shown that the proper transformation has a factorized structure 

in the form of a product of rotation operators, each of which is a direct sum of elementary Givens and Jacobian rotation 

matrices. 
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Введение. Решение задачи анализа случайных процессов непосредственно связано с 

задачей определения собственных функций и значений симметричной матрицы. В частном 

случае для процессов, описываемых статистикой в виде матриц ковариаций, проблема нахож-

дения оптимального базиса решается на основе интегрального уравнения Фредгольма второго 

рода, матричная форма которого известна как уравнение Карунена – Лоэва: 

 
NNijij

T dR


  , 

где R  – матрица ковариаций,   – базис собственных функций,  
NNijij

d


  – диагональная мат-

рица собственных значений.  
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Вопросы диагонализации симметричных матриц рассмотрены в ряде работ. В частности, 

в [1] предложен один из эффективных QL-алгоритмов, который требует предварительного при-

ведения исходной матрицы к трехдиагональной форме. В частном случае персимметричной 

матрицы (где симметрия имеет место и относительно побочной диагонали) QL-алгоритм явля-

ется избыточным. Кроме того, в QL-алгоритме используются преобразования подобия доволь-

но сложной структуры, которые не позволяют эффективно организовать вычислительный про-

цесс при реализации собственного базиса. 

В настоящей статье представлен алгоритм синтеза собственного преобразования и на-

хождения формулы собственных значений персимметричной матрицы размерности 2kN           

( 4,1k )  на основе ортогональных операторов вращения. 

Операторы вращения и их свойства. Оператор вращения – это матрица размерности  
innn 2,   ( Ni ,,4,2  ), которая является прямой суммой элементарных матриц вращения 

Гивенса и Якоби.  

Рассмотрим операторы вращения следующего вида: 
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где  cos ; sin ;k k k kc s     nNj /  – количество подматриц  в операторах )(N

j
H ,  )(N

j
G ,  ( ) ;N

jT    

n  – размерность подматриц  ( 2/,,4,2 Nn  );    – символ прямой суммы матриц.    
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Из выражений (1) видно, что операторы )(nH , )(nH  и )(nT  представляют собой частный 

случай оператора )(nT , в частности )()( nn TH  , а )()( nn TH  при 4/,2/2 
kkk

sc . Та-

ким образом, имеем два основных типа операторов вращения )(nG и )(nT , которые обозначим 

как G  и T .   

Необходимо отметить следующие важные свойства операторов вращения:  

1) операторы G  и T  представляют собой преобразования подобия, так как сохраняют 

симметрию исходной матрицы R  относительно главной диагонали, т. е. матрицы GRG  и TRT  

также являются симметричными;   

2) операторы G  и T  ортогональные, что следует из ортогональности элементарных мат-

риц вращения, т. е. 1 TG G   и 1 .TT T   Кроме того, из (1) следует, что GGT  , 
TT  T            

(Т – символ транспонирования);  

3) элементарные матрицы вращения, из которых состоят операторы G  и ,T  в отличие от 

известных алгоритмов (метода вращений, QL-алгоритма [1]) не коммутируют между собой. 

Алгоритм ортогонального представления собственного преобразования персиммет-

ричной матрицы на основе операторов вращения. Известно [2], что всякая персимметрич-

ная матрица P  размерности iN 2  ортогональным преобразованием подобия )(NH  приводит-

ся к блочно-диагональному виду с блоками 
21

, PP  размерности 2/N ,  т. е.  

 
21

)()( PPPHH NN  .                                                           (1’) 
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Тогда ковариационная матрица, построенная на ее основе, будет персимметричной: 

 
























)4(

11

)4(

12

)4(

13

)4(

12

)4(

12

)4(

11

)4(

12

)4(

13

)4(

13

)4(

12

)4(

11

)4(

12

)4(

12

)4(

13

)4(

12

)4(

11

44

)4(

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

AAb T

ij
. 
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Так как матрицы )4(
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bb  ,  )8(

15

)8(

14

)8(

12

)8(

11

)8(

77
bbbbb  ,   )8(

14

)8(

13

)8(

12

)8(

77
2 bbbb  . 

  

Матрицы )2(

1
B  и )2(

4
B  являются персимметричными, а матрицу )2(

2
B  следует привести 

к персимметричному виду посредством умножения на матрицу вращения  











11

11)2(

cs

sc
T :         











)8(

44

)8(

34

)8(

34

)8(

33)2()2(

2

)2()2(

2
ll

ll
TBTB , 

где 
2

1

)8(

4411

)8(

34

2

1

)8(

33

)8(

33
2 sbscbcbl  , 2

1

)8(

4411

)8(

34

2

1

)8(

33

)8(

44
2 cbscbsbl  , 

11

)8(

44

)8(

33

2

1

2

1

)8(

34

)8(

34
)()( scbbcsbl  ,   

1111
sin,cos  sc , 

причем угол 
1  требуется найти.  

Определим значение  
1

 , при котором  )8(

44

)8(

33
ll  . В результате подстановки соотношений 

из (5) получим следующее уравнение: 

0)(4)( 2

1

)8(

33

)8(

4411

)8(

34

2

1

)8(

33

)8(

44
 cbbscbsbb ,  ))((4 2

1

2

1

)8(

33

)8(

4411

)8(

34
scbbscb  ,    

1

)8(

33

)8(

441

)8(

34
cos)(sin2  bbb ,   

(8) (8)

44 33
1 (8)

34

tg ,
2

b b

b


      

11
2 . 

Из соотношений (4) следует  )8(

34

)8(

14

)8(

12

)8(

33

)8(

44
2)(2 bbbbb   и, таким образом,  

1tg 1  ,   4/
1

 ,   8/
1

 .                                                        (6) 

Так как согласно (4)  )8(

33

)8(

55
bb  ,  )8(

34

)8(

56
bb  ,  )8(

44

)8(

66
bb  , то  )2(

2

)2(

3
BB   и процедура приве-

дения  матрицы  )2(

3
B к персимметричному виду аналогична вышеописанной.    

Таким образом, на третьем шаге получим матрицу вида 

 )2(

4

)2(

2

)2(

2

)2(

1

)8()8(

2

)8()8(

3
BBBBTBTB  , 

где   )2()2()2()2()8( ETTET  ,  
)2(E – единичная матрица второго порядка,  












11

11)2(

cs

sc
T ,     

)8/sin(),8/cos(
11

 sc . 

  (4) 

  (5) 
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Так как матрицы  )2(

1
B , )2(

2
B ,  )2(

4
B  персимметричные,   то     

88

)8()8(

4

)8(

3

)8(

4

)8(

4 
 ijijdHBHB  ,     

где     

 )2()2()2()2()8(

4
HHHHH  ,    












11

11
2/2)2(H ,  










11

11
2/2)2(H , 

)8(

15

)8(

14

)8(

13

)8(

12

)8(

11

)8(

12

)8(

11

)8(

11
)(2 bbbbbbbd  ,   )8(

15

)8(

13

)8(

11

)8(

12

)8(

11

)8(

22
2 bbbbbd  ,  

 )8(

34

)8(

33

)8(

33
lld (8) 2 (8) (8) 2 (8) 2 (8) 2 (8) (8)

33 1 34 1 1 44 1 34 1 34 1 33 1 1 44 1 12b c b c s b s b s b c b c s b c s        

(8) (8) 2 (8) (8) (8)

44 34 1 34 44 33 1 1( ) (2 )b b s b b b c s      (8) (8) 2

33 34 1( )b b c .   

Так как )8(

15

)8(

11

)8(

34

)8(

44
bbbb  ,  )8(

34

)8(

14

)8(

12

)8(

33

)8(

44
2)(2 bbbbb  , )8(

15

)8(

11

)8(

34

)8(

33
bbbb  , то (8)

33d   
(8) (8) 2 2 (8)

11 15 1 1 34 1 1( )( ) 4b b c s b c s    
(8) (8) (8) (8)

11 12 14 1 152( )sin(2 )b b b b    . 

Аналогично  

 2

1

)8(

34

)8(

4411

)8(

34

)8(

44

)8(

33

2

1

)8(

34

)8(

33

)8(

34

)8(

44

)8(

44
)()2()( cbbscbbbsbblld  

11

)8(

34

2

1

2

1

)8(

15

)8(

11
4))(( scbscbb  )8(

151

)8(

14

)8(

12

)8(

11
)2sin()(2 bbbb  ;  ,, )8(

33

)8(

66

)8(

44

)8(

55
dddd   

,2 )8(

22

)8(

15

)8(

13

)8(

11

)8(

78

)8(

77

)8(

77
dbbbbbd   .)(2 )8(

15

)8(

14

)8(

13

)8(

12

)8(

11

)8(

78

)8(

77

)8(

88
bbbbbbbd   

Так как  4/2,8/
11

 ,  то  01
2/2)2sin( s .  Тогда собственные значения 

матрицы 
)8(B  определяются соотношениями 

)8(

15

)8(

14

)8(

13

)8(

12

)8(

11

)8(

11
)(2 bbbbbd  ,   )8(

15

)8(

13

)8(

11

)8(

22
2 bbbd  ,  )8(

150

)8(

14

)8(

12

)8(

11

)8(

33
)(2 bsbbbd  , 

 )8(

150

)8(

14

)8(

12

)8(

11

)8(

44
)(2 bsbbbd  , ,,, )8(

22

)8(

77

)8(

33

)8(

66

)8(

44

)8(

55
dddddd      (7) 

,)(2 )8(

15

)8(

14

)8(

13

)8(

12

)8(

11

)8(

88
bbbbbd   

а собственное преобразование для данной матрицы имеет вид 

   )2()2()2()2()2()2()2()2()4()4()8()8( HHHHETTEHHH  .       (8) 

 Для случая N=16  получим 

16161112171819181312

1211161718191413

1716111213141918

1817121112131819

1918131211121718

1819141312111617

1314191817161112

1213181918171211

1616

)16(










































ffffffff

ffffffff

ffffffff

ffffffff

ffffffff

ffffffff

ffffffff

ffffffff

AAF T





















,  
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где  
16

A  – циркулянтная матрица   
1616ija . Умножим матрицу  

)16(F  на оператор )16(H :   

 )8(

1

)8(

1

)16()16()16()16(

1
FFHFHF  , 

где 
)8(

1
F и 

)8(

1
F  – персимметричные матрицы. Аналогично получим    

     )4(

4

)4(

3

)4(

2

)4(

1

)8()8()8(

1

)8(

1

)8()8()16(

2

)16(

1

)16(

2

)16(

2
FFFFHHFFHHHFHF  , 























11121314

12222313

13232212

14131211

)4(

1

ffff

ffff

ffff

ffff

F ,  























88786858

78776757

68676656

58575655

)4(

3

)4(

2

ffff

ffff

ffff

ffff

FF ,   























11

'

12

'

13

'

14

'

12

'

22

'

23

'

13

'

13

'

23

'

22

'

12

'

14

'

13

'

12

'

11

)4(

4

ffff

ffff

ffff

ffff

F , 

где 

1918121111
fffff  ,   

1817131212
fffff  ,   

1716141313
fffff  ,    

16151414
2 ffff  ,  

1916141122
fffff  ,    

18151223
2 ffff  , 

1918121155
fffff  ,   

1817131256
fffff  ,   

1716141357
fffff  ,    

161458
fff  , 

1916141166
fffff  ,  

181267
fff  ,    

1716141368
fffff  ,  

1916141177
fffff  , 

1817131278
fffff  ,  

1918121188
fffff  ,   

19181211

'

11
fffff  ,  

18171312

'

12
fffff  ,   

17161413

'

13
fffff   ,   

161514

'

14
2 ffff  ,  

19161411

'

22
fffff  ,  

181512

'

23
2 ffff  . 

 Матрицы 
)4(

1
F и 

)4(

4
F  являются персимметричными, а матрицу 

)4(

2
F  предварительно 

умножим слева и справа на оператор )4(G :   
























1010

0101

1010

0101

2/2)4(G  ,      )4(

1

88786858

78776757

68676656

58575655

)4()4(

2

)4( 2/1 L

llll

llll

llll

llll

GFG 



















  ,  

где  

191817161413121177575555
22222 fffffffffffl  ,  

 
181614127867585656

33 ffffffffl   , 
18161412775557
ffffffl   , 

1817161413127867585658
22 ffffffffffl  ,  

191817161413121188686666
22222 fffffffffffl  ,   (10) 

1817161413127867585667
22 ffffffffffl  ,      

181614125768
ffffll  , 

(9) 
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191817161413121177575577
2233222 fffffffffffl  , 

 
181614127867585678
ffffffffl  ,  

191817161413121188686688
2233222 fffffffffffl  . 

Далее умножим полученную матрицу  )4(

1
L  на оператор )4(T :  
























1111

1111

1111

1111

)4(

00

00

00

00

cs

cs

sc

sc

T ,       
44

88786858

78776757

68676656

58575655

)4()4(

1

)4()4(

2
2/1

























ij
l

llll

llll

llll

llll

TLTL  , 

где  

2

1188111158

2

115555
2 slsclcll  ,  2

117811116857

2

115656
)( slscllcll  ,  2

115711117856

2

116857
)( clscllsll  , 

2

115811118855

2

115858
)( clscllsll  ,  2

1177111167

2

116666
2 slsclcll  ,  2

116711117766

2

116767
)( clscllsll  , 

2

116811117856

2

115768
)( clscllsll  ,  2

1177111167

2

116677
2 clsclsll  ,  

  2

117811116857

2

115678
)( clscllsll  ,     2

1188111158

2

115588
2 clsclsll  . 

На основании (10) и (11) 
6857
ll  ,  так как  

181614126857
ffffll  .  Из условия симметрии 

матрицы   
44ij

l   относительно побочной диагонали получим 

8855
ll  ,   7766

ll  ,   7856
ll  .        (12) 

Покажем, что система уравнений (12) превращается в тождество при значении  8/
11

 . 

Из  уравнения  
8855
ll    следует,  что   2

1188111158

2

1155

2

1188111158

2

1155
22 clsclslslsclcl  ,  2

88 55 11( )l l s 

2

58 11 11 88 55 114 ( ) 0l c s l l c    ,   
2 2

58 11 11 88 55 11 114 ( )( )l c s l l c s   ,   
58 112 sin(2 )l    

88 55 11( )cos(2 )l l  ,

 
88 55

2

58

tg
2

l l

l


   

112
2 .  Так   как    

1817161413125588
242242 ffffffll 12 132( 2f f 

14 16 17 18 582 ) 2f f f f l     , то   
2tg 1  ,   4/

2
 ,   8/

11
 . 

В результате подстановки соотношений (11) в уравнение  
7766
ll   имеем 

0)(4)( 2

116677111167

2

116677
 cllsclsll ,    )2cos()()2sin(2

1166771167
 lll ,  

77 66
2

67

tg
2

l l

l


  ,   

1817161413126677
242242 ffffffll  

12 13 14 16 17 18 672( 2 2 ) 2f f f f f f l        ,   
2tg 1  , 4/

2
 , 8/

11
 . 

(11) 



42                                        Informatics, 2018, vol. 15, no. 1, pp. 34–50 

 

 

Аналогично для уравнения  
7856
ll    получаем   0)()(2)( 2

11567811116857

2

115678
 cllscllsll , 

57 68 11 78 56 11( )sin(2 ) ( )cos(2 )l l l l     ,  78 56
2

57 68

tg
l l

l l


 


.  Так  как   

6857
ll  ,  то   ,2

576857
lll 

5718161412181614125678
2)(22222 lffffffffll  , 

2tg 1  , 4/
2

 , 8/
11

 . 

Следовательно, уравнения (12) превращаются в тождества при значении  аргумента 

8/
11

 , а матрица )4(

2
L  имеет вид 























88785758

78776757

57676656

58575655

)4(

2
2/1

llll

llll

llll

llll

L .  

Так как 
)4(

2

)4(

3
FF  , то матрица  

)4(

3
F  приводится к персимметричному виду аналогично 

)4(

2
F .    

Таким образом, на третьем шаге получим матрицу  

 )4(

4

)4(

1

)4(

1

)4(

1

)16(

4

)16(

2

)16(

4

)16(

3
FLLFGFGF  ,  

где   
4

)4()4(

4

)16(

4
EGGEG  ,  

4
E – единичная матрица четвертого порядка,  а на четвертом 

шаге – матрицу   

 )4(

4

)4(

2

)4(

2

)4(

1

)16(

4

)16(

3

)16(

4

)16(

4
FLLFTFTF  ,        

4

)4()4(

4

)16(

4
ETTET  . 

Так как матрицы  
)4(

4

)4(

2

)4(

1
,, FLF  персимметричные, то, умножив матрицу  

)16(

4
F  на опе-

ратор   )4()4()4()4()16(

4
HHHHH  , в соответствии с соотношениями (9) получим    

 )2(

8

)2(

7

)2(

3

)2(

4

)2(

4

)2(

3

)2(

2

)2(

1

)16(

4

)16(

4

)16(

4

)16(

5
FFFFFFFFHFHF  ,   

где   











1112

1211)2(

1
ll

ll
F ,   

19181615141211141111
2 fffffffffl  , 

 

181716141312131212
22 ffffffffl  ; 

 











4434

3433)2(

2
ll

ll
F ,   19181615141211232233

2 fffffffffl  , 

18161412131234
ffffffl  , 

19181615141211141144
2 fffffffffl  ; 




















6656

5655

6656

5655)2(

3
''

''
2/1

ee

ee

ee

ee
F . 

Исходя из соотношений (10) и (11) имеем 

2

1158881111588855

2

115855585555
)()2()(' sllsclllclllle  , 

 (13) 
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где    

,2)(2
1191614115855

yffffll   
15888

2yll  ,  
191614111
ffffy  , 

581817161413128855
2)22(2 lffffffll  ,  

585858588855
4222 llllll  . 

Тогда    

   ))2sin((22)(2)2(2'
11581111158

2

11

2

111

2

111111158

2

11155
lysclscysysclcye  

1 58 1 58 02( sin( / 4)) 2( )y l y l s     , 
01713018121911058155

)(2)( sffsffffslye  

)1)((
01614

sff  ;   2

1157781111785657

2

115756575656
)())(2()(' sllsclllclllle  , 

где   

  )(2
18125756
ffll  ,  )(2

18125778
ffll  ,  

57181614127856
2)(2 lffffll  , 

575757785657
4)2(2)(2 llllll  ;   

111157

2

11

2

11181256
4))((2' sclscffe  

)(2))4/sin((2
0571812571812

slfflff  , 
057181256

slffe
0161401812

)()1)(( sffsff  . 

Аналогично   
2

1167771111776667

2

116766676666
)())(2()(' sllsclllclllle  , 

2191614116766
2)(2 yffffll  ,  

26777
2yll  ,  

191614112
ffffy  , 

671817161413127766
2)22(2 lffffffll  ,   

676767776667
4)2(2)(2 llllll  ;     (14) 

2 2

66 2 11 11 67 11 2 67 2 67 0' 2( ( ) sin(2 )) 2( sin( / 4)) 2( )e y c s l y l y l s         , 

)1)(()(2)(
0161401713018121911067266

sffsffsffffslye  . 

Таким образом, элементы матрицы  )2(

3
F   имеют вид 

)1)(()(2)(
016140171301812191155

sffsffsffffe  , 

016140181256
)()1)(( sffsffe  ,     )4/sin(

0
s ,        (15) 

)1)(()(2)(
016140171301812191166

sffsffsffffe  . 

Аналогично матрице  )2(

3
F  получаем матрицу  




















8878

7877

8878

7877)2(

4
''

''
2/1

ee

ee

ee

ee
F . 

На основании соотношений (10) и (11) 
2

77 77 67 77 67 11 66 77 67 11 11' ( ) ( 2 )e l l l l c l l l c s         
2

116766
)( sll  , где, как следует из (14), 

26777
2yll  , 

191614112
ffffy  ,    

26766
2yll  ,

66l   

77 67 67 66 77 672 (2 ( )) 4 .l l l l l l          

Тогда 
2 2

77 2 11 11 67 11' 2( ( ) sin(2 ))e y c s l    
2 672( sin(πy l 2 67 0/4)) 2( ),y l s  77 2 67 0e y l s  

11 19 12 18 0 13 17 0( ) 2( )f f f f s f f s      )1)((
01614

sff  .  
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Аналогично 2

1158551111588855

2

115888588888
)()2()(' sllsclllclllle  , где 

15888
2yll  , 

1 11 14y f f   16 19 ,f f  
15855

2yll  ,   
58588855

42 llll  .  

Следовательно,    

2 2

88 1 11 11 58 11 1 58 1 58 0' 2( ( ) sin(2 )) 2( sin( / 4)) 2( )e y c s l y l y l s         , 

)1)(()(2)(
0161401713018121911058188

sffsffsffffslye  ;   

78 78 57'e l l  2

1157561111785657

2

115778
)()2()( sllsclllcll   ,    

)(2
18125778
ffll  ,  )(2

18125756
ffll  ,   

57181614127856
2)(2 lffffll  . 

Тогда      

)(2))4/sin((24))((2'
0571812571812111157

2

11

2

11181278
slfflffsclscffe  , 

0161401812057181278
)()1)(( sffsffslffe  . 

Таким образом, элементы матрицы  )2(

4
F  определяются соотношениями 

)1)(()(2)(
016140171301812191177

sffsffsffffe  , 

016140181278
)()1)(( sffsffe  ,     )4/sin(

0
s ,        (16) 

)1)(()(2)(
016140171301812191188

sffsffsffffe  . 

Далее, матрицы  )2(

7
F  и  )2(

8
F   в соответствии с (9) имеют вид   











2212

1211)2(

7
gg

gg
F ,  

19181615141211

'

14

'

1111
2 fffffffffg  , 

          19181615141211

'

23

'

2222
2 fffffffffg  ,                                (17) 

18161412

'

13

'

1212
ffffffg  ; 

 











4434

3433)2(

8
gg

gg
F ,   

19181615141211

'

23

'

224433
2 fffffffffgg  ,               (18) 

  
181716141312

'

13

'

1234
22 ffffffffg  .     

Матрица  )2(

1
F является персимметричной, а матрицу  )2(

2
F умножим на оператор )2(

1
T : 

)2(

2

)2(

1

)2(

2

)2(

1
FTFT  ,     










4434

3433)2(

2
ll

ll
F ,    












1111

1111)2(

1
cs

sc
T ,     )sin(),cos(

11111111
 sc ,    (19) 

где   
2

1144111134

2

113333
2 slsclcll  ,    

2

1144111134

2

113344
2 clsclsll  ,    11114433

2

11

2

113434
)()( scllcsll  . 
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Из условия   
4433

ll   и соотношений (13) получим 

0)(4)( 2

113344111134

2

113344
 cllsclsll , 0))((4 2

11

2

113344111134
 scllscl ,  cos)(sin2

334434
lll , 

44 33

34

tg
2

l l

l


  ,   

34181614123344
2)(2 lffffll  ,  4/2,1

11
tg ,  8/

11
 . 

Аналогично матрицу  )2(

3
F  умножим на оператор )2(

2
T : 

)2(

3

)2(

2

)2(

3

)2(

2
FTFT  ,   










6656

5655)2(

3
ee

ee
F ,    












1212

1212)2(

2
sc

cs
T ,     

12121212
sin,cos  sc ,     (20) 

где  2

1266121256

2

125555
2 cescesee  , 2

1266121256

2

125566
2 sescecee  , 

12126655

2

12

2

125656
)()( sceescee  . 

Из уравнения   
6655

ee   и соотношений (15) следует 

0)(4)( 2

126655121256

2

126655
 ceescesee ,  

16655156
cos)(sin2  eee ,  55 66

1

56

tg
2

e e

e


  ,  

121
2 , 

 )1)(()(2
01614018126655

sffsffee  ,    
016140181256

)()1)(( sffsffe  , 

11
ptg  ,   

0161401812

0161401812
1

)()1)((

)1)(()(

sffsff

sffsff
p




  ,  1 1 12 1

1
arctg( ) , arctg( )

2
p p    . 

Далее матрицу  )2(

4
F умножим на оператор )2(

3
T : 

)2(

4

)2(

3

)2(

4

)2(

3
FTFT  ,    










8878

7877)2(

4
ee

ee
F ,    












1313

1313)2(

3
sc

cs
T ,     

13131313
sin,cos  sc ,     (21) 

где  2

1388131378

2

137777
2 cescesee  ,  2

1388131378

2

137788
2 sescecee  ,  

13138877

2

13

2

137878
)()( sceescee  . 

Из условия  
8877

ee    и соотношений (16) получим 

0)(4)( 2

138877131378

2

138877
 ceescesee ,  

28877278
cos)(sin2  eee ,  77 88

2

78

tg
2

e e

e


  ,  

132
2 , 

 )1)(()(2
01614018128877

sffsffee  ,    
016140181278

)()1)(( sffsffe  , 

2 2tg p  ,   
0161401812

0161401812
2

)()1)((

)1)(()(

sffsff

sffsff
p




  ,  2 2 13 2

1
arctg( ) , arctg( )

2
p p    . 

Из (17) и (13) следует, что  
)2(

2

)2(

7
FF  ,  так как   

3311
lg  ,   

3412
lg  ,   

4422
lg  .  Соответ-

ственно матрица  )2(

7
F  приводится к персимметричному виду аналогично матрице  )2(

2
F ,  т. е. 

умножением на оператор  )2(

1
T :      













1111

1111)2(

1
cs

sc
T ,     )sin(),cos(

11111111
 sc ,   8/

11
 . 
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Таким образом, исходя из соотношений (16)–(21) на шестом шаге алгоритма получим 

матрицу 

 )2(

8

)2(

2

)2(

3

)2(

4

)2(

4

)2(

3

)2(

2

)2(

1

)16(

2

)16(

5

)16(

2

)16(

6
FFFFFFFFTFTF  ,               (22) 

где     
2

)2(

1

)2(

2

)2(

3

)2(

3

)2(

2

)2(

12

)16(

2
ETTTTTTET  . 

Так как все матрицы второго порядка, которые включает в себя матрица 
)16(

6
F , являются 

персимметричными, то, умножив матрицу  
)16(

6
F  на оператор  )16(

2
H , на заключительном этапе 

получим диагональную матрицу    

 
1616

)16()16(

2

)16(

6

)16(

2

)16(

7 


ijij
dHFHF ,   

где     )2()2()2()2()2()2()2()2()16(

2
HHHHHHHHH  .  

Следовательно, на основании (13)  

1918171615141312111211

)16(

11
)(2 ffffffffflld  , 

19171513111211

)16(

22
)(2 ffffflld  . 

 

Из (19) следует, что    

2

1134331111334434

2

1134443433

)16(

33
)()2()( cllsclllslllld  , 

где   

31915113444
2 yfffll  ,  

33433
yll  ,   

34181614123344
2)(2 lffffll  , 

343434334434
4222 llllll  ,   

1915113
2 fffy  . 

Тогда    


034334311343111134

2

11

2

113

)16(

33
2)4/sin(2)2sin(24)( slylylysclscyd  

1901816150141211
))()((2 fsfffsfff  . 

Аналогично      

 2

1134441111344433

2

1134333444

)16(

44
)()2()( cllsclllslllld  


034334311343111134

2

11

2

113
2)4/sin(2)2sin(24)( slylylysclscy  

11 12 14 02(( )f f f s  
190181615

))( fsfff  . 

Исходя из (20) и (15)   

2

1256551212665556

2

1256665655

)16(

55
)()2()( seesceeeceeeed  , 

где    

651614017130181219115666
)(2)21)(( yyffsffsffffee  , 

0171319115
)(2 sffffy  ,  

1614018126
)21)(( ffsffy  ,   

19115655
ffee  
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)21)((
01812

sff 
65161401713

)()(2 yyffsff  ,  
665556

2 eee  

7016141812
2))21)(((2 ysffff   ,   )21)((

016141812
sffff  . 

Тогда   


12127

2

12

2

126

2

12

2

125

2

126512127

2

1265

)16(

55
2)()()(2)( scyscyscysyyscycyyd  


17165

sincos yyy   
0171310118121911

)(2cos)21(sin)( sffsffff  

 
1011614

sin)21(cos)( sff 
0171311118121911

)(2)cos)(sin( sffffff  

)sin)(cos(
1211614
 ff ,    )4/sin(,21,21

00201
 sss . 

Аналогично    

 2

1256661212665556

2

1256555666

)16(

66
)()2()( seesceeeceeeed  


12127

2

12

2

126

2
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2

125

2

126512127

2

1265
2)()()(2)( scyscyscysyyscycyy  


17165

sincos yyy   
0171310118121911

)(2cos)21(sin)( sffsffff  

 
1011614

sin)21(cos)( sff 
0171311118121911

)(2)cos)(sin( sffffff  

)sin)(cos(
1211614
 ff . 

 На основании (16) и (21) получим 

2

1378771313887778

2

1378887877

)16(

77
)()2()( seesceeeceeeed  , 

где   

 88 78 11 19 13 17 0 12 18 14 16 0 9 102( ) ( ) ( ) (1 2 )e e f f f f s f f f f s y y            , 

0171319119
)(2 sffffy  ,    10 12 18 14 16 0( ) ( ) (1 2 )y f f f f s     ,   

1614181211
ffffy  , 

1097877
yyee  , ))1)(()((2

01614018128877
sffsffee  , )(22

16141812887778
ffffeee  . 

Тогда   

 


131311

2

13

2

1310

2

13

2

139

2

13109131311

2

13109

)16(

77
2)()()(2)( scyscyscysyyscycyyd  


2112109

sincos yyy   
0171320218121911

)(2cos)21(sin)( sffsffff  

 
2021614

cos)21(sin)( sff 
0171321218121911

)(2)cos)(sin( sffffff  

)cos)(sin(
2121614

 ff . 

Аналогично 

 2

1378881313887778

2

1378777888

)16(

88
)()2()( seesceeeceeeed  


131311

2
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2

1310

2
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2

139

2

13109131311

2
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9 10 2 11 2cos siny y y        
0171320218121911

)(2cos)21(sin)( sffsffff  

 
2021614

cos)21(sin)( sff 
0171321218121911

)(2)cos)(sin( sffffff  

)cos)(sin(
2121614

 ff . 

Из (22) следует, что  )16(

88

)16(

99
dd  ,    

)16(

77

)16(

10,10
dd  ,    

)16(

66

)16(

11,11
dd  ,    

)16(

55

)16(

12,12
dd  ,    

)16(

44

)16(

13,13
dd  ,     

)16(

33

)16(

14,14
dd  .      

Исходя из (18)    

19171513113433

)16(

15,15
)(2 fffffggd  , 


1918171615141312113433

)16(

16,16
)(2 fffffffffggd   

191715131816141211
))((2 fffffffff  . 

Таким образом, собственные значения матрицы 
)16(F  определяются соотношениями 

191817161514131211

)16(

11
)(2 fffffffffd  , 

1917151311

)16(

22
)(2 fffffd  , 

1901816150141211

)16(

33
))()((2 fsfffsfffd  , 

1901816150141211

)16(

44
))()((2 fsfffsfffd  , 

)sin)(cos()(2)cos)(sin(
12116140171311118121911

)16(

55
 ffsffffffd , 

)4/sin(,21,21
00201

 sss , 

)sin)(cos()(2)cos)(sin(
12116140171311118121911

)16(

66
 ffsffffffd , 

)cos)(sin()(2)cos)(sin(
21216140171321218121911

)16(

77
 ffsffffffd , 

)cos)(sin()(2)cos)(sin(
21216140171321218121911

)16(

88
 ffsffffffd , 

)16(

88

)16(

99
dd  ,   

)16(

77

)16(

10,10
dd  ,   

)16(

66

)16(

11,11
dd  ,   

)16(

55

)16(

12,12
dd  ,   

)16(

44

)16(

13,13
dd  ,   

)16(

33
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dd  ,  
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22
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dd  , 

191715131816141211

)16(

16,16
))((2 fffffffffd  , 

а собственное преобразование для данной матрицы имеет вид 

   
4

)4()4(

44

)4()4(

4

)8()8()16()16( ETTEEGGEHHH   

  
2

)2(

1

)2(

2

)2(

3

)2(

3

)2(

2

)2(

12

)4()4()4()4( ETTTTTTEHHHH            (24) 

 )2()2()2()2()2()2()2()2( HHHHHHHH  , 

  (23) 
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где операторам 
)4(T  и  )2(

1
T  соответствует аргумент 8/

11
 ; операторам )2(

2
T  и  )2(

2
T  – аргу-

мент 12 1

1
arctg( )

2
p  ,  

0161401812

0161401812

1
)()1)((

)1)(()(

sffsff

sffsff
p




 ;   операторам )2(

3
T  и  )2(

3
T  – аргумент 

13 2

1
arctg( )

2
p  ,   

0161401812

0161401812
2

)()1)((

)1)(()(

sffsff

sffsff
p




 .          

Из (24) следует, что собственное преобразование )16( матрицы 
)16(F  имеет факторизо-

ванную структуру в виде произведения операторов вращения  
nnn

TQH ,, ,  каждый из которых 

является прямой суммой не коммутирующих между собой элементарных матриц вращения. 

Факторизованная структура разработанного алгоритма предполагает его использование как 

в задачах анализа и моделирования динамических систем, так и сжатия информации, так как 

полученное собственное преобразование относится к классу преобразований Карунена – Лоэва. 

Процедуры сжатия информации представляют собой способы кодирования цифровых изобра-

жений на основе унитарных двухмерных преобразований (Фурье, Уолша, Хаара, косинусного, 

вейвлет, Карунена – Лоэва) [3–6], когда ширина двухмерного спектра уменьшается в результате 

отбрасывания малых по величине коэффициентов преобразования. Таким образом, ортогональ-

ное преобразование изображения частично декоррелирует его отсчеты в пространственно-

частотной области. При этом полная декорреляция, а соответственно, и максимальное сжатие 

достигаются с помощью преобразования Карунена – Лоэва [7]. Однако практическое примене-

ние преобразования Карунена – Лоэва было ограничено из-за отсутствия быстрого алгоритма 

вычисления собственных функций ковариационной матрицы, поэтому в практических прило-

жениях наиболее часто используется его аппроксимация в виде дискретного косинусного пре-

образования с последующим кодированием в трех основных стандартах на сжатие изображе-

ний: МКТТ, JPEG и MPEG, а также в формате CEOS.     

В работе [8] использовано ортогональное преобразование, разработанное автором на ос-

нове численного примера персимметричной матрицы с целью сжатия полутонового изображе-

ния размером 64 64 элемента и реализованное в среде системы MATLAB. 

Эффективность рассмотренного выше алгоритма оценим по количеству арифметических 

операций, необходимых для его реализации при умножении на произвольный вектор-столбец 

длиной N. В частности, количество операций сложения будет равно  8)42(
2

 NNlo qA
N

, 

а количество операций умножения   NNloqM
N

)52(
2

 . 

Заключение. Предложенная в работе процедура позволила обобщить разработанный 

автором подход к вычислению собственных значений на основе численных примеров для 

максимальной размерности матриц 64 64,  реализованный в операционной среде системы 

MATLAB, в результате чего удалось получить аналитические соотношения для вычисления 

собственных значений персимметричной матрицы. Показано, что собственное преобразование 

имеет факторизованную структуру в виде произведения операторов вращения, каждый из 

которых является прямой суммой не коммутирующих между собой элементарных матриц 

вращения Гивенса и Якоби, что позволяет осуществлять декомпозицию исходной матрицы на 

ряд независимых подматриц и производить распараллеливание вычислительного процесса. 

Факторизованная структура разработанного алгоритма предполагает его использование в зада-

чах нахождения аналитических решений нелинейных дифференциальных уравнений методом 

преобразования рассеяния [9], а также сжатия информации, так как собственное преобра-

зование относится к классу преобразований Карунена – Лоэва, осуществляющих максимальное 

сжатие. Получена оценка эффективности алгоритма по количеству операций сложения и ум-

ножения. Данный подход основан на использовании свойств симметрии матриц, возможно его 

обобщение для диагонализации как произвольных персимметричных матриц, так и симмет-

ричных матриц размерности  NN  . 
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