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МОДЕЛЬ ВЫЧИСЛЕНИЯ ЭФФЕКТИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ  

МАТРИЧНОГО КОМПОЗИТА ИЗ БИИЗОТРОПНЫХ ЧАСТИЦ С УЧЕТОМ 

МНОГОКРАТНЫХ ПЕРЕОТРАЖЕНИЙ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ 
 

Разрабатывается метод вычисления эффективных материальных параметров матричного 

композита, состоящего из магнитодиэлектрической проводящей матрицы с множеством равномер-

но и случайно распределенных биизотропных сферических частиц одинаковых радиусов. При расчете 

параметров, учитывающем многократные рассеяния поля между частицами, используется новый 

тип теорем сложения, связывающих базисные сферические электромагнитные поля, отнесенные 

к разным частицам. Разработанная методика позволяет рассчитывать эффективные параметры 

для композитов с ансамблем несоприкасающихся частиц.  

 
Введение 
 

В настоящее время актуальным является исследование электродинамических свойств  

композитных материалов различных типов, представляющих собой структурно-неоднородные 

материалы, состоящие из однородной магнитопроводящей матрицы с большим числом струк-

турных включений. Включения (частицы) характеризуются геометрической формой, хими-

ческим составом и размерами по отношению к длине электромагнитной волны, воздействую-

щей на материал. Представляет интерес случай, когда частицы также выполнены из композит-

ных материалов. В последнее время проводятся исследования метаматериалов, киральных, 

биизотропных и бианизотропных сред [1–3]. В частности, исследуются композиты со сферичес-

кими частицами [4–7]. Один из методов моделирования электромагнитных свойств неоднород-

ных композитов сводится к замене структурно-неоднородного материала однородным мате-

риалом с сохранением характерных свойств исходного композита. Переход к однородному ма-

териалу базируется на использовании различных  методов усреднения полей и материальных 

параметров композита. Усредненные материальные параметры, называемые эффективными 

параметрами, с высокой точностью характеризуют неоднородный композит. В статье [6] разра-

ботана модель вычисления эффективных параметров равномерно распределенных биизотроп-

ных частиц, расположенных в вакууме.  В [7] вычисляются эффективные параметры композита 

с биизотропными частицами, расположенными в магнитопроводящей матрице. Учитывается 

однократное рассеяние поля на частицах. В книге [8] обсуждаются статистические модели ком-

позитов с использованием многократных рассеяний поля на частицах из обычных материалов. 

В настоящей статье разработана аналитическая модель матричного композита со сферичес-

кими биизотропными частицами с учетом многократных переотражений поля между частицами 

на основе теории дифракции волн на многих телах [9]. Алгоритм вычисления эффективных па-

раметров композита представлен в виде последовательности аналитических формул. Для по-

строения математической модели композита используются следующие основные принципы: 

– рассматривается ансамбль сферических биизотропных частиц с одинаковыми радиуса-

ми и комплексными материальными параметрами; 

– модель композита строится в рамках биизотропной среды; 

– используется оригинальный вариант теорем сложения для вычисления взаимных пере-

отражений полей между частицами; 

– при вычислении эффективных параметров композита в разложениях полей учитывают-

ся только дипольные слагаемые; 

– усреднение напряженностей и индукций полей производится по окрестности централь-

ной частицы; 

– эффективные параметры вычисляются для бесконечно протяженной композитной среды 

без учета внешних границ. 
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1. Структура матричного композита 

Рассмотрим матрицу, заполненную однородным магнитодиэлектрическим материалом 

с диэлектрической и  магнитной проницаемостями ,0 mM   0 mM . В матрице распре-

делены случайным образом сферические частицы ( 1, 2, )
k

D k  радиуса R из  биизотропного 

материала с проницаемостями ,  и параметрами биизотропности  G, Z. Радиус частиц           

R< 0 /30, где 0 – длина волны в вакууме [6]. Частицу с номером RDDk  1,1  поместим 

в начало О декартовой системы координат Оxyz. Пусть Or сферические координаты; 

0

kr


вектор, направленный в центр kO  частицы  0 0 0; , ,  
k k k k

D r сферические координаты точ-

ки .kO  Введем обозначения:   PrDP 0 шаровая область достаточно большого радиуса 

 PRP  ; N число частиц в области PD ; 34π

3
 

R
V R объем частицы ;RD  PV объем об-

ласти PD ; 
PV

N
концентрация частиц (число частиц в единице объема матрицы);  RV  

объемный коэффициент заполнения матрицы сферическими частицами (суммарный объем 

сферических частиц в единице объема матрицы). 

Определим радиус RR   с помощью соотношения 

R

R

V

V
, тогда 3  RR  при 

заданном  . Опишем вокруг шара RD  сферу   радиуса R . Обозначим: D шар внутри 

сферы  ;   RR DDD шаровой слой вокруг частицы RD ;   DDD PP шаровой слой, 

который содержит частицы kD  с номерами Nk ,3,2 ; 
N

k

kPP DDD
`1

0



 матрица без сфе-

рических частиц. 

Будем считать, что в матричном композите распространяется плоское первичное поле 
   00 ,HE


, колеблющееся с круговой частотой f 2 . Поле присутствует в области  

0

PD  

и возбуждает внутри частиц kD  поля 
   11 , kk HE


, в частности 

   11 , RR HE


внутри 
R

D . В области 

0

PD  образуется суммарное поле 
    11 , HE


, отраженное от  всех частиц: 

   




 N

k

kEE
1

11 ,


    
   





 N

k

kHH
1

11


, 

где 
    


11 , kk HE


поле, отраженное от частицы kD . 

Поле 
   1 1

,E H является первым суммарным отражением от частиц композита, которое 

снова воздействует на частицы kD . В результате образуется второе отраженное поле 

   
22 , kk HE


 от частицы kD  и суммарное 

    22 , HE


. Внутри частицы kD  образуется второе 

поле 
   22 , kk HE


, в частности 

   22 , RR HE


 внутри RD . Суммарное поле 
    22 , HE


 снова воздейст-

вует на частицы и образуется третье отражение 
    33 ,HE


и поле 

   33 , kk HE


внутри kD  и т. д. 

В итоге получим последовательность отражений 
   

,
l l

E H   и последовательность полей 

   l
R

l

R HE


, , 1, 2, ,l L . Суммируя все отражения,  получим результирующее электромагнит-
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0
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 внутри центральной частицы RD . 

2. Постановка задач 

Один из методов моделирования электродинамических свойств неоднородных композит-

ных сред, представляющих собой однородную материальную матрицу, включающую частицы 

из других материалов, состоит в замене неоднородной среды эквивалентной однородной сре-

дой. При этом материальные параметры частиц и матрицы заменяются на постоянные эффек-

тивные материальные параметры композита в целом. Имеются различные методы вычисления 

эффективных параметров. В статье ставится задача построения алгоритма определения эффек-

тивных параметров 0 ээф , 0 ээф ,  cGG ээф  ,   cZээф Z  в рамках биизотропной 

однородной среды, так как частицы композита выполнены из биизотропных материалов. Для 

решения  данной задачи воспользуемся аналитическим решением краевой задачи дифракции на 

изолированной сферической частице RD , размещенной в бесконечно протяженной матрице 

[2, с. 272]: 
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Решение задачи (1) представим в виде рядов по сферическим базисным полям: 

– первичное поле 
          ,,,

,
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где 
    00 , mnmn ba заданные коэффициенты,   
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где   
     , , , 1, 2,  

j

mn mn j j mn j
K n r k q m r k j  

    ,arg0,
2

1
, 22  jjjjj kfZGiZGkkk  

  ,1 0ff
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4
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а коэффициенты 
       1111 ,,, mnmnmnmn yxyx  выражаются через величины 

   00 , mnmn ba  разложения (2). 

В дальнейшем будут использоваться коэффициенты при 1, 0, 1,  n m  которые определяют-

ся формулами [7] 
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                        (6) 

 

Выражения (6) представляют собой сферические функции Бесселя. 

3. Теоремы сложения для сферических базисных полей 

Для расчета полей, рассеянных на сферических частицах, используются базисные сфери-

ческие поля, которые записываются аналитически в различных формах. Приведем аналитичес-

кие формулы специального вида, которые будут использоваться в дальнейшем. 

Теорема 1. Сингулярные сферические базисные поля представляются в декартово-

сферических координатах следующим образом: 

(6) 
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Доказательство.  Выведем первую формулу (7). Имеем представление [2, с. 118] 
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Подставляя формулы 
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в (8) и группируя слагаемые, получим соотношение  
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где 
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  ,1n ,mn    ,1 mn     ,1n   ,23  mn     .1 mn  

Для упрощения выражений (10) воспользуемся серией рекуррентных формул [2, c. 287] 
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Для вычисления 
 
mnG  при коэффициенте   используется формула 
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а при коэффициенте   
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аналогично и для коэффициентов ,  при вычислении 
 
mnG . 

В результате  после сокращения слагаемых получим упрощенные формулы 
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Далее воспользуемся соотношениями 
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Аналогично преобразуем 
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Подставляя преобразованные формулы (10) в (9), получим первую формулу (7). Для вы-

вода второй формулы (7) имеем представление  
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Воспользуемся формулами [2, c. 117, c. 287] 
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В результате получим вторую формулу (7). ■ 

Для решения задач дифракции электромагнитных волн на нескольких сферах использу-

ются теоремы сложения, связывающие базисные сферические поля, отнесенные к сдвинутым 

относительно друг друга системам сферических координат [2, с. 150]. Рассмотрим основную 

систему координат Or  и сдвинутую систему 1111 rO , где точка 1O  имеет сферические ко-

ординаты 
0 0 0
, , r  в системе О. В системе 1111 rO  рассмотрим базисные сферические поля 

   ,,
~

,,
~

11 krmkrn mnmn


 которые представим через базисные поля специального вида в системе 

координат Or . 

Теорема 2. Сингулярные базисные сферические поля в системе сферических координат 

1111 rO  представляются в виде рядов через регулярные базисные поля в смешанных декарто-

во-сферических координатах для системы координат Oxyz , сдвинутой относительно первой 

системы координат: 
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Доказательство.  Воспользуемся теоремой сложения для базисных сферических реше-

ний скалярного уравнения Гельмгольца [10, c. 196]: 
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Заметим, что в формуле (13) присутствует дополнительный множитель   1  по сравне-

нию с [10, c. 196]. Это связано с тем, что теорема сложения (14) раскладывает в ряд функции 
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n
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ряд (14) в (7), тогда 
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Отсюда получаем требуемые выражения для коэффициентов (12). Аналогично доказыва-

ется вторая теорема сложения (11). Заметим, что формулы (11) отличаются по виду записи от 

аналогичных теорем сложения [2, с. 150]. ■ 

4. Суммарное поле, отраженное от частиц 

Рассмотрим сферическую частицу kD , расположенную в области PD . При воздействии 

первичного поля (2) на частицу kD  образуется отраженное поле (3), которое запишем в ло-

кальной системе координат kkkkrO   с центром в точке kO : 
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Суммируя поля (15), получим суммарное поле, отраженное от всех частиц в области PD :  
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Представим поля (15) в единой  сферической системе координат Or , подставляя (11) 

в (15). При этом в (15) оставим слагаемые с номерами ,1,0,1  mn  так как в статье разра-

батывается дипольная модель материала. Слагаемые при 1,0,1  mn  описывают электри-

ческие и магнитные диполи частицы kD , другие слагаемые определяют квадруполи и т. д., ко-

торые опустим. Волновое число k  заменим на 
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(16) 
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Суммируя поля (16) по индексу k от k = 2 до k = N, вычислим суммарное поле, отражен-

ное от частиц
k

D . Рассматривая суммы как интегральные, заменим их на интегралы по  облас-

ти PD : 
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Вычислим интегралы (19), используя  соотношения (17), (12): 
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В частном случае 0,0  ps  коэффициенты (20) имеют достаточно простой вид: 
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Кроме представления полей (18) рассмотрим также представления через регулярные ба-

зисные сферические поля в виде 
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Лемма 1. В рамках разрабатываемой дипольной модели для коэффициентов разложений 

(22) при 1,0,1  mn  имеют место формулы  
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Доказательство.  Используя (13) и формулу [10, c. 232] для вычисления коэффициентов 
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Учитывая, что 0
PikMe  при P  для проводящей среды, получим приближенную 

формулу 
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В результате из (21) следует 
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Определим значения полей (18), (22) в начале координат  0r  и сравним результаты. 

Учитывая формулы (8) из работы [7, c. 31], получим  соотношения 
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Приравнивая коэффициенты при векторах zeee


,,   и используя (24), придем к требуе-

мым формулам (23). ■ 

Лемма 2. Имеют место обобщения формул (5), (23) на поля последовательности отраже-
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Для получения формул (25) в формулах (5), (23) верхний индекс заменяется на 
индекс l для l-й итерации, l = 0, 1, 2,…, L. ■ 

 

5. Усреднение электрического и магнитного полей 

В области D  рассмотрим электромагнитное поле, которое образовалось при воздейст-

вии первичного поля (2) и L взаимных переотражений от частиц композита: 
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Представим поля (26) в виде рядов 
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Соотношения (28) запишем в векторном виде при 1, 0, 1:  n m  
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Усредним поля (26) по объему :
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Вычислим интегралы, входящие в (30). Для этого воспользуемся леммами 2, 3 и формулами 

(29) из статьи [7]. Учитывая (27), получим 
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Аналогично получим 
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Теорема 3. Усредненные по области D  электрические и магнитные поля 
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в матричном композите со сферическими  биизотропными частицами радиуса R, распреде-

ленными в проводящей матрице, определяются с помощью соотношений 
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Для доказательства достаточно подставить (31), (32) в (30) и воспользоваться обозначе-

ниями (29). ■ 

6. Усреднение электрической и магнитной индукций 

Рассмотрим выражения для индукций в области :
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По аналогии с формулами (30) получим усредненные индукции: 
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Подставляя в правые части формул (34) интегралы (31), (32), придем к следующему ре-

зультату: 
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7. Алгоритм вычисления эффективных материальных параметров матричного 

композита 

Построение алгоритма сводится к получению аналитических формул, выражающих ус-

редненные индукции (34) через усредненные  электрические и магнитные поля (30). 

Приведем вспомогательные аналитические соотношения. 

Лемма 3. Коэффициенты разложений в ряды полей l-го отражения от частицы RD  выра-

жаются через коэффициенты  
  )0(0 , mnmn ba  первичного плоского поля (2) с помощью векторных 

соотношений 

     1 0ˆ ˆ ,
l l l

m M mf MT a


       
     1 01ˆ ,
l l l

m M mf T a
        

     0ˆ ,
l l

m M ma f T a   l 0, 1, 2, .    (36) 
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Доказательство . Подставим третье выражение (25) во второе, тогда 

    .ˆ1 



  l

mM

l

m Tf


                                                         (37) 

Последовательно применяя соотношения (37)  l  раз, получим 

         1 1 1ˆ ˆ .
l l kk l

m M m M mf T f T 
                                          (38) 

После подстановки (5) в (38) получим формулу 

     1 01ˆ .
l l l

m M mf T a
                                                        (39) 

Подставим (39) в третье равенство (25), тогда  

     0ˆ .
l l

m M ma f T a                                                            (40) 

Аналогично после подстановки выражения (40) в первое равенство (25) придем к первой фор-

муле (36). ■ 

Лемма 4. Коэффициенты разложений (27) при ,1,0,1  mn  которые представляют 

собой результирующие поля в окрестности частицы RD , равные сумме L отражений от частиц 

матричного композита, определяются векторными соотношениями 

   ,ˆˆ 0

m

L

m aTM


    
   0ˆ ˆ ,
L

m mT Ta        
   ,ˆ 0

m

L

m aTa


                             (41) 

где                                                
   

1

0

ˆ ˆ , 0, 1.
L

L l

M

l

T f T m




    

Для доказательства формул (41) достаточно (36) подставить в (29). ■ 

Лемма 5. Усредненные компоненты (33) электрической и магнитной напряженностей, 

усредненные компоненты (35) электрической и магнитной индукций с учетом L переотражений 

поля между частицами выражаются через коэффициенты разложений первичного поля (2) 

с помощью формул 

   ,ˆ 0

1  aHV L 
      

   ,ˆ2 0

1aHV L 
       

   0

0
2 ;ˆ 

L

z
V H a                          (42) 

   ,ˆ 0

1  aBW L 
      

   ,2 0

1aBW L 
       

   ,ˆ2 0

0aBW L

z


                          (43) 

где                                         
      ,ˆˆˆˆˆˆˆˆ L

MM

LL TMFTfEgTHH   

      .ˆˆˆˆˆˆˆˆ
11

L

MM

LL TMFTfEgTHB   

Для доказательства формул (42), (43) достаточно формулы (41) при 1,0 m  подставить 

в соотношения (33), (35). ■ 

Для упрощения математической модели неоднородного матричного композита, состоя-

щего из частиц, заменим композит на однородную биизотропную среду, электромагнитное по-

ле в которой подчиняется уравнениям 

,rot BiE


             ,rot DiH


                                                (44) 

где 

  ,EZHB эфэф


        .HGED эфэф


                                         (45) 

Сформулируем теорему, определяющую усредненные материальные параметры 

эфэфэфэф ZG ,,,   матричного композита. 
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Теорема 5. Матричный композитный материал, состоящий  из случайно распределенных  

биизотропных сферических  частиц и заполненный матричным материалом в областях между 

частицами, является биизотропной средой с уравнениями (44). Эффективные параметры 

композита с учетом L  взаимных переотражений поля между частицами определяются фор-

мулами 

,11Cэф       ,12CGэф      ,22Cэф      ,21CZэф                                   (46) 

где                                               
     .ˆˆˆ 1

2221

1211 








 LL HBC
CC

CC
 

Доказательство . С помощью (42) исключим 
 0

ma


 из формул (43), получим 

,ˆ
  VCW


     ,ˆ
  VCW


     .ˆ
zz VCW


                                     (47) 

Запишем (47) в виде скалярных уравнений  

,1211 mmm HCECD       ,2221 mmm HCECB      , , .  m z  

Для векторов индукций следует 

,1211 HCECD


      .2221 HCECB


  

Сравнивая индукции  (48) с индукциями (45), получим требуемые формулы (46). ■ 

Заключение 

В статье представлен алгоритм аналитического вычисления эффективных  материальных 

параметров композита, состоящего из случайно распределенных в магнитодиэлектрической 

проводящей матрице сферических биизотропных  частиц с произвольными комплексными  ди-

электрической и магнитной проницаемостями и параметрами биизотропности. Алгоритм  учи-

тывает L переотражений между  частицами внешнего электромагнитного поля, воздействующе-

го на композит. При построении алгоритма используются точные решения краевых задач 

дифракции на сферических частицах,  представленные в виде рядов по сферическим базисным 

полям. Разработан новый тип теорем сложения, связывающих базисные декартово-сферические 

электромагнитные поля в сдвинутых относительно друг друга сферических системах коорди-

нат, которые упрощают построение алгоритма. 

Работа выполнена по заданию ГПНИ «Информатика и космос». 
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V.T. Erofeenko 

MODEL FOR CALCULATING EFFECTIVE PARAMETERS OF MATRIX  

COMPOSITES FROM BI-ISOTROPIC PARTICLES WITH REGARD  

MULTIPLE REFLECTIONS OF ELECTROMAGNETIC FIELD 

A method for calculation of the effective material parameters of matrix composites, consisting  

of magnetodielectric conducting matrix with a set of bi-isotropic spherical fractions, is developed.  

Under the calculations of  parameters, taking into account  a multiple scattering of  the field between 

particles, a new type of  addition theorems, connecting basic spherical electromagnetic fields relating 

to different particles, is used.  The developed method allows to calculate the effective parameters for 

the composites with sufficiently dense ensemble of the fractions. 


