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Аннотация 

Цели. При замене дизельных автобусов электробусами актуальной является задача выбора состава 

парка электробусов и назначения электробусам сервисных рейсов из заданного набора, зарядной 

инфраструктуры и расписаний зарядки. Цель исследования заключается в создании моделей 

и методов получения экономически эффективных решений этой задачи для разнотипных элек-

тробусов и зарядных станций при различных объемах пассажиропотока для разных рейсов.  

Методы. Используются методы теории множеств, теории графов, исследования операций, мате-

матического программирования. 

Результаты. Разработана математическая модель задачи оптимизации парка разнотипных электро-

бусов, их маршрутизации, распределения по депо в начале и конце интервала планирования, 

определения мест и количества разнотипных зарядных станций на терминалах маршрутов и рас-

писания зарядки. В качестве целевой функции выбраны общие дневные капитальные и опера-

ционные затраты на электробусы, зарядные станции и потребленную электроэнергию. Предло-

жена двухуровневая декомпозиционная схема решения задачи, на верхнем уровне которой 

определяются дневные задания электробусов (назначение разнотипным электробусам последо-

вательностей сервисных рейсов с различным объемом пассажиропотока), а на нижнем – распре-

деление электробусов по депо, размещение зарядных станций на терминалах маршрутов и распи-

сания зарядки электробусов при фиксированном назначении на рейсы. Для решения подзадачи 

верхнего уровня предложен эвристический алгоритм локального поиска, для подзадачи нижнего 

уровня разработана модель смешанного целочисленного линейного программирования.  

Заключение. Решение подзадачи верхнего уровня заключается в выборе назначения электробусов 

различных типов на сервисные рейсы с разным объемом пассажиропотока. Для решения сфор-

мулированной подзадачи нижнего уровня можно использовать стандартные решатели, напри-

мер Gurobi Optimizer. 
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Abstract 

Objectives. When replacing diesel buses with electric buses, the problem of selecting the composition of 

the electric bus fleet, assigning service trips from a given set to electric buses, and determining  

charging infrastructure and charging schedules becomes relevant. The aim of the study is to create 

models and methods for obtaining cost-effective solutions to this problem for heterogeneous electric 

buses and charging stations under different passenger flow volumes for different trips. 

Methods. Methods of set theory, graph theory, operations research, and mathematical programming are 

used. 

Results. A mathematical model has been developed for the problem of optimizing a fleet of various-type 

electric buses, their routing, assignment to depots at the beginning and end of the planning interval, 

determination of the locations and number of charging stations of different types at route terminals, 

and charging schedules. The objective function is the total daily capital and operating costs of electric 

buses, charging stations, and consumed electricity. A two-level decomposition scheme for solving the 

problem is proposed, at the upper level of which daily assignments for electric buses are determined 

(assigning different types of electric buses to service trip sequences with varying passenger volumes). 

The lower level distributes electric buses among depots, locates charging stations at route terminals, 

and determines charging schedules for electric buses with fixed trip assignments. A heuristic local 

search algorithm is proposed for solving the upper-level subproblem, and a mixed integer linear  

programming model is developed for the lower-level subproblem.  

Conclusion. The solution to the upper-level subproblem consists of assigning different types of electric 

buses to service trips with varying passenger volumes. Standard solvers, such as Gurobi Optimizer, 

can be used to solve the formulated lower-level subproblem. 
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Введение  

В последние годы значительное внимание в литературе уделяется различным аспек-

там планирования парка и зарядной инфраструктуры для городского электротранспорта, 

в частности электробусов (далее ЭБ) [1–5]. Применяемые технологии зарядки ЭБ варьи-

руются в широком диапазоне (URL: https://zeeus.eu/uploads/publications/documents/zeeus-

report2017-2018-final.pdf): в депо; на конечных остановках (терминалах) маршрутов; в депо 

и на конечных остановках; в депо, на конечных и промежуточных остановках. На прак-

тике чаще всего применяются технологии быстрой зарядки аккумуляторных батарей (да-

лее батарея) ЭБ на терминалах маршрутов и медленной зарядки в депо, как правило, 

в ночной период [1]. Для зарядки на маршруте, включая терминалы, обычно требуются 

зарядные устройства большой мощности (до 400–500 кВт), в то время как для зарядки 

в депо могут использоваться зарядные устройства малой мощности (80–100 кВт) [2, 3]. 

Наиболее распространена в последнее время технология быстрой зарядки ЭБ на терми-

налах [4, 5].   

При выборе парка ЭБ и их зарядной инфраструктуры требуется учитывать мно-

жество факторов, в том числе расписание сервисных рейсов с различными объемами 

пассажиропотока, расход электроэнергии в зависимости от типа ЭБ, маршрутов и осо-

бенностей эксплуатации (погодных условий и интенсивности трафика), размещение 

и скорость зарядки разнотипных зарядных станций (далее ЗС), стоимостные характе-

ристики ЭБ и ЗС, тарифы на электроэнергию и т. д. Также по мере роста парка город-

ских ЭБ возрастает нагрузка на энергосистему, что требует принятия решений по сгла-

живанию пиковых нагрузок.   

ЭБ обычно отправляются в путь из депо и возвращаются в то же или другое депо 

в конце дня. Для восстановления затраченной электроэнергии используются техноло-

гии медленной зарядки в ночное время в депо и быстрой подзарядки в течение дня на 

терминалах маршрутов. После ночной зарядки в депо ЭБ на следующий день отправ-

ляются с полностью заряженными батареями. При подзарядке в течение дня уровень 

заряда батареи ЭБ может быть восстановлен частично на любой ЗС до уровня, доста-

точного для выполнения следующего рейса. Обычно предполагается, что ЭБ могут заря-

жаться в любом терминале. Для оптимизации расхода электроэнергии и уменьшения пи-

ковых нагрузок на электросеть применяются зависящие от времени тарифы на электро-

энергию. 

Настоящее исследование посвящено решению комплексной задачи оптимального 

по стоимости выбора состава парка разнотипных ЭБ, распределения ЭБ по депо, назна-

чения ЭБ на сервисные рейсы с различными объемами пассажиропотока, выбора терми-

налов для установки и количества устанавливаемых разнотипных ЗС, а также расписаний 

зарядки ЭБ на ЗС. 

Предлагаемая модель охватывает следующие практически значимые ключевые 

компоненты задачи: разнотипные ЭБ, несколько депо ограниченной вместимости, раз-

личный пассажиропоток, разнотипные ЗС и зависящие от времени тарифы на электро-

энергию. 

Рассматриваемый подход к решению комплексной задачи заключается в двух-

уровневой декомпозиции исходной задачи на подзадачу нижнего уровня – выбора оп-

тимального распределения ЭБ по депо, зарядной инфраструктуры терминалов и распи-
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саний зарядки ЭБ при фиксированных последовательностях выполняемых каждым ЭБ 

сервисных рейсов и подзадачу верхнего уровня – выбора эффективного назначения ЭБ 

последовательностей сервисных рейсов. 

 

1. Обзор литературы 

Обзор охватывает следующие важные практические аспекты маршрутизации 

и зарядки ЭБ: выбор состава парка ЭБ, назначение ЭБ на сервисные рейсы в соответ-

ствии с заданным расписанием, выбор мест размещения и состава устанавливаемых ЗС, 

формирование расписания зарядки ЭБ на ЗС, распределение ЭБ по депо.  

Ряд исследований посвящен комплексным задачам совместной оптимизации пар-

ка ЭБ, зарядной инфраструктуры, назначения ЭБ на сервисные рейсы и расписаний за-

рядки ЭБ. 

В работе [6] для системы маршрутов с несколькими депо и многими терминалами 

исследуется задача совместной оптимизации диспетчеризации заданного набора рейсов 

для парка однородных ЭБ, расписаний их быстрой подзарядки между рейсами на иден-

тичных ЗС терминалов и распределения ЭБ по различным депо. Учитываются завися-

щие от времени суток тарифы на электроэнергию, а также возможность управления 

скоростью зарядки: любой ЭБ может заряжаться на последовательности временных ин-

тервалов в промежутке между сервисными рейсами с различными кусочно-

постоянными скоростями зарядки. Зарядка в депо не рассматривается. Сокращение ко-

личества используемых ЭБ может достигаться за счет дополнительных порожних (без 

пассажиров) рейсов между терминалами. В качестве цели выбрана минимизация общих 

капитальных и эксплуатационных затрат на ЭБ и ЗС, на порожние рейсы, потраченную 

электроэнергию и затрат на контрактную мощность сети для ЗС. В работе не учитыва-

ются ограниченность поставляемой энергосетью мощности для каждого места разме-

щения зарядной инфраструктуры и предельное количество ЗС. Соответственно, воз-

можная конкуренция ЭБ за ресурсы времени на ЗС не учитывается. Предложена фор-

мулировка смешанного целочисленного линейного программирования (СЦЛП) для этой 

задачи. Для подзадачи поиска мест размещения ЗС и назначения ЭБ на рейсы разрабо-

тана процедура локального поиска. 

В статье [7] рассматривается задача выбора расписания и назначения ЭБ на сер-

висные рейсы для системы маршрутов с многими терминалами, а также выбора мест 

установки ЗС с целью минимизации количества используемых идентичных ЭБ при вы-

полнении ограничений, касающихся маршрутизации и зарядки. Заданное множество 

сервисных рейсов, как и в работе [6], разделено по маршрутным линиям, определяемым 

начальным и конечным терминалами, а также последовательностью промежуточных 

остановок. Каждый маршрут между терминалами характеризуется интервалом между 

рейсами и числом рейсов, каждый сервисный рейс характеризуется длительностью, 

расстоянием и затратами энергии. Интервал между соседними рейсами является пара-

метром, который может принимать фиксированное значение либо выбираться из задан-

ного диапазона значений. Предложена формулировка задачи в форме СЦЛП. В этой 

формулировке имеется ограничение на количество устанавливаемых в терминале ЗС, 

но при этом не учитывается полностью возможность конкуренции ЭБ за ресурсы вре-

мени на ЗС. 
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В работе [8] исследована задача определения парка разнотипных ЭБ для выпол-

нения заданного набора сервисных рейсов и количества однотипных зарядных 

устройств для подзарядки ЭБ, размещаемых в одном депо, для стратегии полной заряд-

ки ЭБ при каждом посещении депо и неизменных тарифах на электроэнергию. Был 

предложен генетический алгоритм в сочетании с моделью смешанного целочисленного 

нелинейного программирования. В работе [9] авторы исследовали задачу маршрутиза-

ции однотипных ЭБ для заданного набора рейсов с выбором одинаковых зарядных 

устройств для установки на терминалах. Приведены две формулировки этой задачи оп-

тимизации. Первая основана на теории функции дефицита, а вторая представляет собой 

двухкритериальную модель целочисленного линейного программирования. 

В исследовании [10] предложена модель задачи совместной оптимизации назна-

чения на рейсы и зарядки разнотипного парка ЭБ в городских транспортных системах, 

совмещающая определение состава парка, планирование рейсов и зарядной инфра-

структуры депо из однотипных зарядных устройств. Допускаются ограниченная за-

держка отправления в рейсы и управление скоростью движения ЭБ для соблюдения 

расписания прибытия на конечные терминалы. Расписание зарядки ЭБ на ЗС выбирает-

ся в условиях переменных тарифов на электроэнергию. Задача решается с использова-

нием комбинации генетического алгоритма и метода роя частиц с ограничениями.  

В работе [11] исследуется задача маршрутизации городских разнотипных ЭБ на 

основе заданного расписания рейсов с различными объемами пассажиропотока не-

скольких типов. Для повышения эффективности использования ЭБ различных типов 

предлагается методология принятия решений, позволяющая назначать разнотипные 

рейсы из заданного расписания ЭБ допустимого типа с учетом потребности в подзаряд-

ке и возможности замены ЭБ электробусом большей вместимости. Предложена опти-

мизационная модель в форме СЦЛП выбора ЭБ различных типов для минимизации го-

довых общих затрат, включающих затраты на покупку ЭБ, на покупку и установку од-

нородных зарядных устройств, расходы на подзарядку ЭБ, а также эксплуатационные 

расходы на сервисные и порожние рейсы. Разработана эвристическая процедура на ос-

нове генетического алгоритма в сочетании с алгоритмом получения допустимых распи-

саний ЭБ в качестве функции пригодности. Процедура рассматривает возможность 

включения в расписание ЭБ поездок для подзарядки в ближайшее депо и замены ЭБ 

допустимого типа. Процедура протестирована на реальном примере транспортной сети 

района Дасин г. Пекина. 

В исследовании [12] предлагается комплексная оптимизационная модель для 

формирования парка разнотипных ЭБ, выбора зарядной инфраструктуры на базе разно-

родных ЗС и расписания зарядки. В модели учитываются факторы, имеющие практиче-

скую значимость, включая стратегию частичной зарядки, непрерывность процесса за-

рядки, зависимость тарифов на электроэнергию от времени суток и совместимость 

транспортных средств с зарядными устройствами. Формулируется модель смешанного 

целочисленного программирования для минимизации общих затрат электротранспорт-

ной системы, включая затраты на зарядные устройства, ЭБ и электроэнергию. Разрабо-

тан алгоритм генерации столбцов для решения задачи, и выполнено экспериментальное 

исследование на примере реальной транспортной сети в Нанкине, Китай.   



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

MATHEMATICAL MODELING                                                                                                                                        29 

 

В статье [13] рассматривается модель задачи совместной оптимизации назначения 

на рейсы и зарядки однородных ЭБ в городских транспортных системах, совмещающая 

определение состава парка ЭБ, планирование рейсов и зарядной инфраструктуры тер-

миналов из однотипных зарядных устройств, а также расписание зарядки на термина-

лах ЭБ в дневное время при неизменных дневных тарифах на электроэнергию. 

В ряде исследований, например [6], отмечается высокая вычислительная трудо-

емкость решения таких комплексных задач. Поэтому многие авторы, чтобы иметь воз-

можность получать приемлемое по качеству решение в условиях ограниченных ресур-

сов времени и вычислительных мощностей, рассматривают решение отдельных компо-

нентов задачи либо их комбинаций. 

Анализ известных результатов для комплексных моделей оптимального планиро-

вания электротранспорта, включающих выбор смешанного парка ЭБ, зарядной инфра-

структуры разнотипных зарядных устройств и расписаний зарядки, выявил недостаток 

внимания к необходимости сокращения количества используемых ЗС в условиях огра-

ниченной пропускной способности зарядной инфраструктуры и конкуренции ЭБ за ре-

сурс времени зарядки. Отчасти это связано с существенной дополнительной сложно-

стью задачи вследствие необходимости учета ограничений на отсутствие пересечения 

событий зарядки различных ЭБ на одной ЗС. 

Система ограничений оптимизационной модели, предложенной в настоящем ис-

следовании, учитывает ограниченность пропускной способности зарядной инфраструк-

туры и исключает возможность пересечения событий зарядки различных ЭБ на одной ЗС. 

Таким образом, предложенная модель свободна от недостатков описанных выше моделей.      

 

2. Постановка задачи 

Рассматривается множество I  сервисных рейсов, выполняемых в рамках периоди-

чески повторяющегося дневного интервала [ , ], для городских маршрутов, характе-

ризуемых начальным и конечным терминалами, а также последовательностью промежу-

точных остановок. Каждому маршруту между двумя заданными терминалами могут со-

ответствовать несколько сервисных рейсов ЭБ, отличающихся моментами времени от-

правления и прибытия. Парк ЭБ V=
m

m mV
1

 составляют ЭБ vVm типа m=m(v), mВT ={1, 

2, ..., m }, характеризуемые пассажировместимостью Um (меньшему номеру типа соот-

ветствует бо́льшая вместимость), емкостью Еm (кВтч) батареи, диапазоном хода без под-

зарядки и общими суточными капитальными и эксплуатационными затратами bus

mc . 

Множество I сервисных рейсов состоит из подмножеств Im рейсов (I = 
m

m mI1 ) с объемом 

пассажиропотока, допускающим обслуживание ЭБ типов mm, mВT. При этом для 

любого рейса iI существует хотя бы один тип ЭБ из V, способный его выполнить.  

Для каждого сервисного рейса i  I заданы его тип (i) (максимальный номер ти-

па ЭБ допустимой вместимости), стартовый ai и конечный bi терминалы, моменты вре-

мени αi начала и βi окончания рейса. В дальнейшем (если не определено иное) моменты 

времени и длительности измеряются в часах (ч). Для допустимого типа ЭБ m=m(i) 

должно выполняться условие 1m(i). Для любой допустимой пары (сервисный рейс, 

тип ЭБ)=(i,m) задана величина gi,m расхода относительного заряда батареи (далее за-

ряд) ЭБ типа mВT, измеряемого в долях ее энергетической емкости, в сервисном рей-

се iI. Аналогично для любой допустимой тройки (i,j,m) задана величина gi,j,m расхода 
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заряда ЭБ типа m в порожнем (без пассажиров) рейсе из терминала bi в терми- 

нал aj, i,jI. Первый рейс ЭБ типа m из депо dD в стартовый терминал ai сервисного 

рейса iI, как и последний рейс из конечного терминала bj последнего сервисного рей-

са jI в депо dD, являются порожними и характеризуются длительностями γd,i, γj,d 

и величинами gd,i,m, gj,d,m расхода заряда ЭБ типа m соответственно.  

Допускаются переключения ЭБ с обслуживания одного маршрута на другой, 

т. е. ЭБ может обслуживать допустимые по вместимости запланированные рейсы по 

нескольким маршрутам. Сервисные рейсы (i, j), i,jI, совместимы (могут быть выполне-

ны одним ЭБ), если при aj=bi (стартовый терминал рейса j является конечным термина-

лом рейса i) выполняется βi≤αj и при ajbi выполняется βi+γi,j ≤αj, где γi,j – длительность 

порожнего рейса независимо от типа ЭБ. На любом из терминалов bi либо aj (при  

aj  bi) либо на обоих этих терминалах ЭБ, выполняющий рейсы i, j, может восстанавли-

вать потраченный заряд батареи, если на соответствующем терминале установлены ЗС 

и интервал пребывания ЭБ на терминале позволяет выполнить операцию зарядки. Уро-

вень заряда в процессе функционирования ЭБ типа m должен оставаться в рамках допу-

стимого диапазона [ min

mu , max

mu ], где 0< min

mu , max

mu  – уровень заряда полностью заряженной 

батареи, max

mu ≤1. Любой терминал θΘ={ai,bi | iI} может быть укомплектован ЗС раз-

личных типов CT, характеризуемых величиной P (кВт) номинальной мощности 

и общими суточными капитальными и эксплуатационными затратами chc . Таким обра-

зом, терминал θ может комплектоваться ЗС из набора Cθ= 
CT

C






)( с предельным общим 

количеством |Cθ| в зависимости от θΘ.  

Любой ЭБ может заряжаться при каждом посещении любого терминала не более 

одного раза и не более чем на одной ЗС. В каждый момент времени на одной ЗС может 

заряжаться не более одного ЭБ. Каждой операции зарядки ЭБ предшествует операция 

настройки ЗС и ЭБ длительности ∆, во время которой зарядка или настройка другого 

ЭБ не происходят. Длительность любой операции зарядки должна быть не меньше ми-

нимальной величины tcmin.  

Будем говорить, что каждому из терминалов bi и aj (при ajbi) и ЭБ, последова-

тельно выполняющему рейсы i,j, соответствует опция зарядки. Опция называется непус- 

той, если временной интервал пребывания ЭБ в терминале позволяет выполнить за-

рядку, иначе она называется пустой. Если ЭБ посещает два терминала bi, aj  при aj  bi, 

то возможны следующие комбинации опций зарядки: а) пустые опции в обоих терми-

налах при выполнении βi+γi,j+∆+tcmin>αj; б) одна пустая в одном из терминалов 

(bi или aj) и непустая в другом терминале при βi+γi,j+∆+tcmin≤αj<βi+γi,j+2(∆+tcmin); в) обе 

непустые опции в обоих терминалах (bi и aj) при βi+γi,j+2(∆+tcmin)≤αj. Если же ЭБ посе-

щает один терминал между i и j, т. е. bi=aj, то этому терминалу соответствует комбина-

ция опций, состоящая из единственной непустой опции при  βi+∆+tcmin≤ αj либо пустой 

при βi+∆+tcmin>αj. Реализацию опции зарядки будем называть событием зарядки. Реали-

зация непустой опции зарядки в терминале зависит от выбираемого решения, включа-

ющего размещение ЗС в этом терминале, и от выполнения условия превышения дли-

тельности  события зарядки минимальной величины tcmin. 

Первоначально каждый ЭБ vVm, mВT, размещается в депо из заданного множе-

ства D={d1,d2,..., d }, в котором он восстанавливает заряд батареи ночью до максималь-

ного уровня max

mu . Процесс зарядки ЭБ в депо не рассматривается. В течение суток он 
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посещает депо однократно. ЭБ не обязан возвращаться в свое отправное депо в конце 

дня. Однако, поскольку дневные расписания обслуживания сервисных рейсов являются 

периодическими, требуется, чтобы начальное и конечное распределения количеств ЭБ 

каждого типа по депо совпадали. При этом должны учитываться предельные емко-

сти mdUb ,  каждого депо dD для ЭБ типа mBT. Будем считать, что любому ЭБ, вы-

полняющему порожний рейс (d, i) и (или) (j, d) из депо d в стартовый терминал ai либо 

из конечного терминала bj в депо d, i,jI, d,dD, соответствует по одной непустой оп-

ции зарядки в терминалах ai и bj. Это означает, что времени пребывания ЭБ в стартовом  

и конечном терминалах (при нефиксированных моментах времени выхода (возвраще-

ния) в депо) достаточно для восстановления заряда, потраченного в порожнем рейсе из 

депо либо в последнем сервисном рейсе перед возвращением в депо, до максимального 

уровня на ЗС любого типа.  

Определим взаимно однозначное отображение z некоторого подмножества ЭБ пар-

ка V в некоторый набор (z) непересекающихся последовательностей совместимых сер-

висных рейсов, дневных заданий ЭБ, образующих в совокупности все рейсы из I. Это 

отображение определяет множества ЭБ Vm(z)={v1,v2,..., )( zm
v }, m=1, 2, ..., m , каждого типа, 

где )(zm  – количество используемых ЭБ типа m, и назначает каждому ЭБ vVm(z) по-

следовательность сервисных рейсов v(z)=(jv,1,jv,2,...,
vlv

j
,

), такую, что 
lvj ,

 +
1,, , 


lvlv jj 

1, 


lvj
, 

l=1, 2, ..., vl –1, jv,l 
m

m

I


 , v(z)v(z)= для vv, v,vV(z) и  
m

m zVv
v

m

z
1 )(

)(
 

 =I. Набор 

(z)={v(z)| vV} непересекающихся заданий, включающих в совокупности все рейсы 

из I, будем называть назначением z ЭБ парка vV, zZ. Отметим, что )(zm  равно количе-

ству заданий, выполняемых ЭБ из Vm(z), mBT. Пусть Z – множество всех таких назна- 

чений. 

Задание v(z) однозначно определяет для каждой пары (i,j), i, jv(z), смежных 

сервисных рейсов наличие порожнего рейса (при ja  ib ) либо его отсутствие (при
j

a =
i

b ) 

и тип tpi,j{0, 1, 2, 3} комбинации опций зарядки на обоих терминалах в промежутке меж-

ду рейсами, где 0 – пустые опции – одна при aj=bi либо две при ajbi, если  

αj<βi+γi,j+∆+tcmin, 1 – одна непустая опция при bi=aj, если βi+∆+tcmin≤αj, 2 – две непустые 

опции при biaj, если βi+γi,j+2(∆+tcmin)≤αj, 3 – одна непустая (либо в bi, либо в aj) и дру-

гая пустая опции при biaj, если ∆+tcmin≤αj–βi–γi,j<2(∆+tcmin). Напомним, что первый рейс 

задания v(z) является порожним из некоторого стартового депо s

vd D, а последний 

рейс – также порожний в некоторое финишное депо f

vd D. Как было сказано выше, 

стартовому терминалу 
1,vj

a  первого рейса jv,1 задания v(z) соответствует непустая опция 

зарядки (
1,, v

s
v jd

tp =1) и конечному терминалу 
vlv

jb
,

 последнего рейса 
vlv

j
,

 также соответ-

ствует непустая опция зарядки ( f
vvlv

dj
tp

,
,

=1).  

Обозначим Qθ(z) множество всех опций зарядки (включая пустые) всех ЭБ vV(z) 

в течение дня на терминале θΘ при фиксированном z. Восстановление уровня заряда 

для пары(m,) (предполагаем, что любые пары (m,) совместимы) на любой ЗС 

c )(

C типа  в допустимом диапазоне [ min

mu , max

mu ] осуществляется на постоянной мощно-

сти P = Em  fm, (кВт) со скоростью fm, единиц заряда в час. Таким образом, максималь-
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ная длительность зарядки батареи любого ЭБ типа m на ЗС типа  составляет 








,

minmax
max

,

m

mm
m

f

uu
, mBT, CT. Положим Q(z)= 


 )(zQ . 

Сопоставим каждой опции зарядки из множества Q(z) всех опций индекс q, одно-

значно определяющий используемый ЭБ v(q), его тип m(q), назначенное ему задание 

v(q)(z) сервисных рейсов, терминал (q) выполнения этой опции и допустимый диапа-

зон [Aq,Bq] моментов начала и завершения зарядки, которые определяются далее 

в разд. 3.1 на основе входных данных и фиксированного назначения z.  

Рассматриваемый периодически повторяющийся дневной период [ , ] работы 

транспорта разбивается на подынтервалы Tp=[
pp TT , ], p=1, …, p , 

1T = , pT = , характе-

ризуемые постоянными тарифами e

pc  на электроэнергию. Предполагается, что все сер-

висные рейсы и соответствующие события зарядки ЭБ выполняются в рамках заданно-

го диапазона [ , ]. Достаточное для этого условие 0 ≤≤ αj–∆– max

,m  < αj < j <j + 

+∆+ max

,m  ≤ ≤ 24, j  I, m=1, 2, ..., m , CT, считаем выполненным. 

Также для уменьшения комбинаторной сложности и в соответствии с реально-

стью считаем, что длина любого подынтервала Tp больше максимальной длительности 

любой зарядки. Из этого следует, что при любой зарядке действует один либо два по-

следовательных тарифа на электроэнергию. 

Рассматривается представительный день года (для Европы, как правило, рабочий 

день февраля), характеризуемый наибольшим расходом ЭБ электроэнергии вследствие 

неблагоприятных погодных условий и дорожной обстановки. Пропускная способность 

зарядной инфраструктуры, обеспечивающая функционирование парка ЭБ для такого дня, 

позволяет обеспечить его функционирование для любого дня года.  

Рассматриваемая задача заключается в определении подмножеств используемых 

разнотипных ЭБ, назначении выбранным ЭБ допустимых последовательностей сервис-

ных рейсов, выборе депо для размещения ЭБ, выборе терминалов для размещения ЗС 

и количества размещаемых на каждом из них ЗС каждого типа, а также расписаний за-

рядки ЭБ, минимизирующих суточные капитальные и операционные затраты на ЭБ, ЗС 

и потребленную электроэнергию в периоде [ , ]. Назначенные последовательности 

сервисных рейсов должны обеспечивать выполнение всех запланированных в периоде 

[ , ] сервисных рейсов допустимыми по вместимости ЭБ. Размещение ЗС на терми-

налах должно обеспечивать возможность восстановления уровня заряда ЭБ для выпол-

нения назначенных им рейсов, а расписания их зарядки должны учитывать приведен-

ные выше условия и ограничения по времени и уровню заряда при приходе и выходе из 

терминалов, а также совместимость выполнения операций зарядки на каждой ЗС. Кро-

ме того, для сглаживания нежелательных пиковых нагрузок мощности на городскую 

энергосеть дополнительно накладываются ограничения на количество размещаемых 

в отдельных терминалах ЗС, что влечет необходимость перераспределения операций 

зарядки части ЭБ во времени и пространстве. 

С точки зрения теории сложности вычислений рассматриваемая задача является 

NP-трудной в сильном смысле, поскольку к ней сводятся некоторые классиче- 

ские NP-полные в сильном смысле задачи [14]. Например, NP-полная в сильном смысле 

задача о существовании гамильтонова цикла в произвольном ориентированном графе 
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эквивалентна задаче существования одной допустимой последовательности всех сер-

висных рейсов (выполняемых одним ЭБ), в которой сервисный рейс соответствует 

вершине произвольного ориентированного графа и возможность или невозможность 

выполнения двух сервисных рейсов непосредственно друг за другом эквивалентны 

наличию или отсутствию дуги в графе между соответствующими вершинами. Другим 

примером является NP-полная в сильном смысле задача «многопроцессорное расписа-

ние», которая эквивалентна задаче существования допустимого расписания зарядки n 

ЭБ m параллельными ЗС в заданном интервале времени. Из NP-трудности задачи сле-

дует, что отыскание оптимального решения ее примеров большой размерности за при-

емлемое время, скорее всего, невозможно и необходимо сосредоточиться на построе-

нии практически приемлемых эвристических решений. 

 

3. Декомпозиционная схема решения задачи 

Предлагается следующая двухуровневая декомпозиционная схема решения зада-

чи. В подзадаче нижнего уровня предполагается, что используемые ЭБ и назначенные 

им допустимые последовательности сервисных рейсов заданы и требуется определить 

стартовые и финишные депо для ЭБ, разместить ЗС на терминалах и определить распи-

сания зарядки ЭБ таким образом, чтобы минимизировать общие дневные затраты на ЗС 

и потребленную электроэнергию.   

На верхнем уровне решается подзадача отыскания назначения zZ, т. е. выбора 

ЭБ и назначения им допустимых последовательностей сервисных рейсов. При этом 

должны обеспечиваться достаточные интервалы пребывания ЭБ на терминалах для 

восстановления их уровня заряда в промежутках между рейсами. Возможная конкурен-

ция за ресурсы ЗС не учитывается. Целью является минимизация функции 

(z) = 
BTm

bus

mc m(z)+*(z), включающей оптимальное значение *(z) целевой функции 

подзадачи нижнего уровня для назначения z и суточные капитальные и операционные 

затраты 
BTm

bus

mc m(z) на ЭБ парка. 

Для решения подзадачи нижнего уровня предлагается оригинальная модель 

СЦЛП, описание которой приводится в подразд. 3.1. Для решения подзадачи верхнего 

уровня используется эвристический алгоритм, описываемый в подразд. 3.2. 

3.1. Подзадача нижнего уровня 

Описывается модель СЦЛП выбора терминалов размещения и количества разме-

щаемых ЗС каждого типа, расписания зарядки ЭБ и распределения ЭБ по депо при 

фиксированном назначении заданий ЭБ. Заметим, что любому рейсу i  I соответству-

ют его тип )(i  и ЭБ v(i)V типа m(i):= m(v(i)). При этом тип m(i) ЭБ, выполняющего 

рейс i,  удовлетворяет условиям 1 m(i) )(i .  

Далее назначение z считается фиксированным и для краткости опущено. На основа-

нии входных данных определяются следующие дополнительные параметры:  


I – множество рейсов i  I, таких, что ai =; 


I – множество рейсов i  I, таких, что bi =; 


iQ – множество опций зарядки в терминале =ai после порожнего рейса из депо d 

для всех пар (d,ai), dD, i  I; 
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

iQ – множество опций зарядки в терминале =bi перед порожним рейсом в депо d 

для всех пар (bi,d), dD, i  I; 

Qi,j, – множество опций зарядки в {bi,aj} между рейсами  i, jI;   

)(
,lvj

q   – индекс опции зарядки ЭБ v в терминале 
lvj ,

 {
lvj

a
,
, 

lvj
b

,
} задания 

v=(jv,1,jv,2,...,
vlv

j
,

) для l=1, 2, ..., vl , vV; 

Q  – множество опций зарядки в  θΘ,  Q= 





Ii

iQ  





Ii

iQ  
Iji

jiQ



,

,, ; 

Q – множество опций зарядки во всех терминалах,  Q= 


Q ; 

)( pQ – множество опций зарядки в терминале , таких, что [Aq,Bq]Tp, p{1, …, p }; 
),( 



pQ – множество опций зарядки в терминале , таких, что pT [Aq,Bq], при выпол-

нении зарядки в которых могут применяться два различных тарифа e

pc  и e

pc 1
,  

p{1, …, p –1};  

Q = 
1

1

),(








p

p

pQ – множество опций зарядки в терминале , при выполнении которых 

могут применяться два различных тарифа; 

Q\ Q – множество опций зарядки в терминале , при выполнении которых при-

меняется единственный тариф. 

Допустимые диапазоны моментов начала и завершения зарядки для опций  qQ: 

[Aq,Bq] = [αi––max{ max

,m | mBT, CT}, αi], q


iQ , i 

I , dD; 

[Aq,Bq] = [βi, βi+∆+max{ max

,m | mBT, CT}], q 

iQ , i 

I , dD; 

[Aq,Bq] = [0,0], если qQ\( 

iQ  

iQ ), tpi,j=0, i,jI; 

[Aq,Bq] = [βi, αj], если qQ\( 

iQ  

iQ ), tpi,j=1, i,jI;  

[Aq,Bq] = [βi, αj – γi,j], если q
ibjiQ ,, , tpi,j{2,3}, i,jI;  

[Aq,Bq] = [βi + γi,j, αj], если q
jajiQ ,, , tpi,j{2,3}, i,jI. 

 

Управляемые переменные 

qcS ,  – момент начала события зарядки q на ЗС cCθ (для пустой опции qcS , =0); 

qcF , – момент завершения зарядки события q на ЗС cCθ (для пустой опции qcF , =0); 

)(

,



qct  – длительность события зарядки q на ЗС cCθ (для пустой опции )(

,



qct =0); 

)(

,



qcy {0,1} – принимает значение 1 тогда и только тогда, когда )(

,



qct >0 (для пустой 

опции )(

,



qcy =0); 

)(
q  – длительность события зарядки q на ЗС c )(

C  (для пустой опции )(
q =0); 

)(

qy {0,1} – принимает значение 1 тогда и только тогда,  когда )(
q >0 (для пустой 

опции )(

qy =0); 

)(

,



 c {0,1} – принимает значение 1 тогда и только тогда, когда происходит событие 

зарядки на ЗС c )(

C  терминала  ( )(

,



 c =0, если ЗС c )(

C соответствуют только пустые 

опции); 
)(

 – количество используемых ЗС c )(

C  терминала ; 
1

iu  – уровень заряда ЭБ v(i) после прибытия в терминал ai  рейса iI; 
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2

iu  – уровень заряда ЭБ v(i) после возможной зарядки в терминале ai  рейса iI; 
3

iu  – уровень заряда ЭБ v(i) после прибытия в терминал bi  рейса iI; 
4

iu  – уровень заряда ЭБ v(i) после возможной зарядки в терминале bi  рейса iI; 

)()( ix s

d {0,1} – принимает значение 1 тогда и только тогда,  когда рейс iI является 

первым для ЭБ v(i) типа m(i) и порожний рейс в ai выполняется из депо d, иначе 0;  

)()( ix e

d {0,1} – принимает значение 1 тогда и только тогда,  когда рейс iI является 

последним для ЭБ v(i) типа m(i)  и порожний рейс из bi выполняется в депо d, иначе 0.  

Определим кусочно-линейные функции )(
~ )( tCp

  кумулятивной стоимости зарядки 

от момента завершения  t зарядки для любых опций q  ),( 



pQ ,  CT , p=1, …, p –1:  

)(
~ )( tCp

 = 0 для 0 t Aq;  

)(
~ )( tCp

 = e

pc  P t для Aq t  pT ;  

)(
~ )( tCp

 = e

pc  P Aq + e

pc 1
P t для pT  t  Bq.  

Для использования функции )(
~ )( tCp

  в модели СЦЛП введем дополнительные пе-

ременные: )(

1,



qw ={1, если )(

qy =1 и Aq  t  pT , 0 – иначе},  )(

2,



qw ={1, если )(

qy =1 и pT  t  Bq, 

0 – иначе} и условие (1– )(

qy )+ )(

1,



qw + )(

2,



qw =1. 

Отметим, что 1– )(

qy =0 при 0 t Aq. (Соответствующие условия для системы огра-

ничений оптимизационной задачи СЦЛП формируются стандартными средствами пакетов 

СЦЛП.)  

Обозначим через (z), (z), t(z), y(z), S(z), F(z), u(z), x(z) векторы значений пере-

менных , , t, y, S, F, u, x при фиксированном наборе z последовательностей сервисных 

рейсов, z  Z. 

Подзадача нижнего уровня заключается в отыскании векторов (z) количеств ЗС 

каждого типа в терминалах θΘ; длительностей (z), t(z) зарядки всех ЭБ vV(z) для 

всех их опций q зарядки в соответствующих терминалах )(q , моментов S(z), F(z) стар-

та и завершения этих событий зарядки, уровней u(z) заряда каждого ЭБ перед посеще-

нием терминала и после каждой опции зарядки, а также значений x(z) булевых пере-

менных )()( ix s

d  (либо )()( ix e

d ), определяющих рейс i для некоторого ЭБ v(i)V(z) как пер-

вый сервисный с предшествующим порожним рейсом из стартового депо 
s

ivd )(  (либо 

соответственно как последний сервисный с последующим порожним рейсом в финиш-

ное депо 
f

ivd )( ). Целью является минимизация функции  ((z), (z), t(z), y(z), S(z), F(z), 

u(z), x(z)) при выполнении системы ограничений. Целевая функция и ограничения под-

задачи описаны ниже.   
 

Целевая функция подзадачи нижнего уровня 

Целевая функция (1) представляет общие суточные затраты на ЗС и потраченную 

электроэнергию при фиксированном z. Суточные инвестиционные и операционные затра-

ты на ЗС всех типов определяются суммой произведений суточных затрат chc , CT, на 

одну ЗС каждого типа  и количеств )(

 (z) ЗС этого типа для каждого из терминалов 

θ  Θ. Суточные затраты на электроэнергию ЭБ выражаются суммой произведений тари-

фов e

pc  на величины электроэнергии, потребленной ЭБ v  V(z) для событий зарядки из 
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множеств Q\ Q , выполняющихся на ЗС CT  при постоянных тарифах в пределах диа-

пазонов Tp, p=1, …, p , θ  Θ, а также суммой разностей между значениями кусочно-

линейных функций )(
~ )( 

pC  кумулятивной стоимости энергии в конце и начале зарядки для 

событий зарядки из множеств Q , «окна» зарядки которых принадлежат двум 

интервалам p, p+1 с различными тарифами, p=1, …, p –1, θ  Θ:  
 

min  ((z), (z), t(z),  y(z), S(z), F(z), u(z), x(z)) =  

=   
 




CT

ch zc )()( +     
   




CT zQzQq

p

p
q

e

p zPc
)(\)( 1

)( )([ +   















 
)(

1

1
,

)(

,

)( ))](
~

)(
~

(
)(zQq

p

p
qcp

Cc

qcp SCFC .    

 

В дальнейшем назначение z считается фиксированным и опущено для краткости из-

ложения.  
 

Ограничения подзадачи нижнего уровня 

Условия для разнотипных ЗС терминалов определяются ограничениями 
 

)(

 =  







)(

)(

,
Cc

c ,  CT,  ,                                               (2) 

)(

,



 c   




Qq
qcy )(

, , c )(

C , CT,  ,                                         (3) 

0|
Q | )(

,



 c  – 




Qq
qcy )(

, , c )(

C , CT, ,                                    (4) 

)(

1,



 c  )(

,



 c , c, с+1 )(

C , CT, ,                                        (5) 







CT

)(  |C|, ,                                                         (6) 

 
 






CT Cc
qcy

)(

)(

,  1, qQ, .                                                   (7) 

 

Условия (2)–(7) обеспечивают равенство значения параметра )(

  числу используе-

мых ЗС типа  терминала  и исключают наличие неиспользуемых ЗС каждого типа. 

Ограничения (3), (4) обеспечивают значение булевой переменной )(

,



 c  равным 1, только 

если ЗС типа  с номером c используется для выполнения опций зарядки ЭБ. 

Из ограничения (5) следует, что исключается учет неиспользуемых ЗС каждого типа. 

Согласно ограничению (6) число используемых ЗС всех типов не может превышать 

предельно допустимого числа |C|. Ограничения (7) обеспечивают выполнение любой 

опции зарядки не более чем на одной ЗС.  

Условия баланса размещения количеств ЭБ каждого типа по депо имеют вид 


Dd

v

s

d jx )( 1,

)( = 1, vV,                                                        (8) 


Dd

lv

e

d v
jx )(

,

)(  = 1, vV,                                                      (9) 


Ii

s

d ix )()( – 
Ii

e

d ix )()( = 0, d  D.                                            (10) 


 mimIi

s

d ix
)(,

)( )(  mdUb , , d  D,  mBT.                                           (11) 

 

Ограничения (8), (9) обеспечивают назначение единственного депо для первого 

и последнего рейсов, выполняемых ЭБ vV. Ограничения (10) обеспечивают баланс 

(1) 
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для каждого депо количества выходящих и входящих ЭБ каждого типа. Ограниче-

ния (11) устанавливают предельное количество ЭБ типа m, которое может вместить де-

по d  D. 

Условия баланса уровней заряда в терминалах определяются следующим образом: 
 

3

iu = 2

iu – gi,m(i), i  I,                                                     (12) 
1

1,vj
u = max

)(vmu  – 
Dd

v

s

djmjd jxg
vv

)( 1,

)(

)(,, 1,1,

 min

)(vmu , vV,                               (13) 

4

, vlv
ju – 

Dd
lv

e

djmdj vvlvvlv

jxg )(
,

)(

)(,,
,,

 min

)(vmu , vV,                                   (14) 

2

1,vj
u = 1

1,vj
u +    

  




 CT Qq Cc

qjm

vj vj
a

v
f

1,

)(

1,

1,

)(

),( , vV,                                    (15) 

4

, vlv
ju = 3

, vlv
ju +    

  




 CT Qq Cc

qjm

vlvj

vlvj
b

vlv

f

,

)(

,

,

)(

),(
, vV,                                   (16) 

1

1, lvj
u = 4

,lvj
u – )(,, ,1,, lvlvlv jmjjg


, l=1,2,..., vl –1, vV,                                 (17) 

4

,lvj
u = 3

,lvj
u , 

1,, , lvlv jjtp =0, l=1,2,..., vl –1, vV,                                     (18)                                                                                                                     

4

,lvj
u = 3

,lvj
u +   

 






CT Qq

qjm

lvj
blvjlvj

lv
f

,
,1,,,

,

)(

),( , 
1,, , lvlv jjtp {1,2,3}, l=1,2,..., vl –1,   vV,         (19)  

2

1, lvj
u = 1

1, lvj
u , 

1,, , lvlv jjtp =0, l=1,2,..., vl –1,   vV,                                  (20)                                                                                                                    

2

1, lvj
u = 1

1, lvj
u +   

 






CT Qq

qim

lvj
alvjlvj

f

1,
,1,,,

)(

),( , 
1,, , lvlv jjtp {1,2,3}, l=1,2,..., vl –1, vV,            (21)                                                                                                                    

2

,lvj
u – 1

,lvj
u tcmin 






CT
jmaq lvlvj

fy ),(

)(

)( ,,

, l=1,2,..., vl , vV,                              (22)                                                                                                                    

4

,lvj
u – 3

,lvj
u tcmin 






CT
jmbq lvlvj

fy ),(

)(

)( ,,

, l=1,2,..., vl , vV.                              (23) 

 

Условие (12) определяет уровень заряда после прибытия в терминал bi любого 

рейса i  I. Условия (13), (14) обеспечивают уровень заряда ЭБ при прибытии из стар-

тового депо в стартовый терминал первого рейса (соответственно, в финишное депо 

после последнего рейса) не ниже нижней границы диапазона допустимых уровней за-

ряда. Условия (15), (16) определяют уровень заряда после прибытия и возможной за-

рядки в стартовом терминале  для первого (соответственно, конечном терминале по-

следнего рейса) ЭБ. Условия (12), (17)–(21) определяют уровни заряда в каждом терми-

нале после прибытия и (или) возможной зарядки для рейса 1, lvj  непосредственно после 

рейса lvj ,  в задании ЭБ v в зависимости от значения параметра 
1,, , lvlv jjtp . Условия (22), (23) 

обеспечивают выполнение зарядки в начальном либо конечном терминале рейса при 

длительности зарядки, не меньшей чем tcmin. 

Условия для длительностей событий зарядки ЭБ на различных ЗС в терминалах 

определяются соотношениями 
 








)(

)(

,
Сс

qct = )(
q , q Q,   ,  CT,                                        (24)                                                                                                                    

mintc
)(

,



qcy  )(

,



qct  max

),(  qm

)(

,



qcy , c )(

C , qQ,   ,  CT,                         (25)   







)(

)(

,
Cc

qcy = )(

qy , qQ,   ,  CT,                                         (26)   







CT

qy )( + 





CT

qy )(  1, q
lvjlvlv bjjQ
,1,, ,, 

, q
1,1,, ,,
 lvjlvlv ajjQ , vV,   

1,, , lvlv jjtp =3, l=1, 2, ..., vl –1.  (27)                                                                                                                    



ИНФОРМАТИКА ▪ INFORMATICS 

38                                                                                                                  ТОМ ▪ VOL. 23     3|2026     С. ▪ P. 24–48 

 

Условия (24)–(27) определяют переменные )(

,



qcy , )(

qy  посредством )(

,



qct , )(
q  и обес-

печивают не более одной зарядки между рейсами lvj ,  и 1, lvj   ЭБ v при  
1,, , lvlv jjtp =3. 

Моменты начала и завершения событий зарядки в терминалах должны удовлетво-

рять условиям 
 

qcF ,   = qcS , + 
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

CT
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, + 
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qcS
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+24(1– 
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CT

qy )( ),  q
ibjiQ ,,
, q

jajiQ ,,
, i I,  tpij=2.     (31)     

 

Ограничения (28)–(31) определяют моменты старта qcS ,  и завершения qcF ,  каждой 

возможной опции зарядки в пределах ее допустимого диапазона и обеспечивают начало 

возможной зарядки на терминале aj по прошествии длительности i,j порожнего рейса 

после отправления из терминала bi. 
    

( qcF ,  qcS , )( qcF ,  qcS , ),  c 
CT

C






)( , q, qQ, [Aq, Bq][Aq, Bq],  . (32) 

 

Ограничения (32) обеспечивают отсутствие пересечения различных событий за-

рядки по времени на одной ЗС любого терминала,   –  исключающее «или».  

Область значений переменных задачи задают следующие ограничения:  
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,



qcy {0,1}, c )(
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qcS , [0, qB ], c )(

C , qQ,  ,  CT,                                   (39) 
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qB ], c )(

C , qQ,  , CT,                                   (40) 

)()( ix s
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)()( ix e
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Переменные )(

,



qcy , )(

qy , )(

,



 c , )()( ix s

d , )()( ix e

d  являются булевыми, а )(

  – неотрицатель-

ными целочисленными, переменные )(

,



qct , )(
q , 1

iu , 2

iu , 3

iu , 4

iu , qcS , , qcF ,  принимают неотрица-

тельные действительные значения. 

Обозначим *(z) минимальное значение целевой функции подзадачи нижнего 

уровня при фиксированном назначении z  Z. Положим *(z)=, если подзадача ниж-

него уровня для z неразрешима. 
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Подзадачу (1)–(43) при фиксированном назначении z  Z будем называть также 

задачей А(z), а *(z) – минимальным значением задачи А(z). 

3.2. Подзадача верхнего уровня 

Напомним, что общие суточные инвестиционные и операционные затраты на парк 

ЭБ, зарядную инфраструктуру и электроэнергию при фиксированном назначении z ЭБ 

парка сервисных рейсов определяются выражением (z)= 
BTm

bus

mc m(z)+*(z), первый 

член которого представляет суточные затраты на ЭБ, а *(z) – минимальное значение 

целевой функции подзадачи нижнего уровня. Задача верхнего уровня заключается 

в выборе назначения z*  Z, минимизирующего общие суточные затраты (z). 

Для решения задачи верхнего уровня предлагается эвристический алгоритм ло-

кального поиска (АЛП) наилучшего назначения, включающий следующие алгоритмы: 

1. Алгоритм поиска первоначального назначения z0Z  ЭБ парка vVm (типа m) 

сервисных рейсов iIm (ПНСР) соответствующего им типа (i)=m,  mВT ={1, 2, ..., m }. 

Алгоритм ПНСР итеративно применяет алгоритм формирования первоначального зада-

ния ЭБ (ФПЗЭ) для каждого из используемых ЭБ парка типа m в порядке возрастания ин-

декса vVm, mВT. 

2. Алгоритм порождения новых вариантов назначений zZ посредством обмена 

совместимыми сервисными рейсами (ОСР) между случайно выбираемыми задания- 

ми v, w пары ЭБ v, w V. 

3. Алгоритм порождения новых вариантов назначений zZ посредством переноса 

сервисного рейса (ПСР) iI из случайно выбираемого задания v ЭБ vVm в другое зада-

ние w ЭБ w
m

V
1


. 

4. Эвристические алгоритмы Con-Greedy и Rand, предложенные в работе [15] для 

задачи оптимизации расписания зарядки ЭБ в единственном терминале на минимальном 

количестве однородных ЗС при фиксированном множестве событий зарядки с фиксиро-

ванными моментами начала и завершения зарядки. Алгоритмы Con-Greedy и Rand пред-

назначены для нахождения верхней оценки числа ЗС каждого типа для каждого термина-

ла транспортной сети. Алгоритмы модифицируются для событий зарядки типа tpi,j=2 на 

двух соседних терминалах при фиксированных длительностях зарядки на ЗС различных 

типов. Для корректного решения задач оптимизации расписания и состава ЗС на терми-

налах необходимо:  

– предварительно корректировать момент возможного начала зарядки на втором 

терминале при положительной длительности зарядки на первом терминале; 

– в зависимости от последовательности решения задач оптимизации расписания 

и состава ЗС определять момент начала (окончания) зарядки с учетом длительности по-

рожнего рейса между терминалами. 

Введем дополнительные обозначения, используемые далее для описания алго-

ритмов: 

 – коэффициент, отражающий отношение удельных расходов на порожние рей-

сы, выполняемые ЭБ, к общим удельным расходам на ЭБ, [0,1];  

 – размер окрестности моментов начала сервисных рейсов; 
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Ар(z) – релаксированная задача СЦЛП (1)–(31), (33)–(43); по сравнению с зада-

чей А(z) в ней опущены ограничения (32), запрещающие пересечение событий зарядки 

на любой ЗС;  

рек– текущее рекордное (наименьшее) значение целевой функции задачи А(z); 

р=р*(z) – оптимальное значение целевой функции релаксированной задачи Ар(z) 

для назначения z;  

)(z  – верхняя оценка значения задачи А(z), полученная посредством замены 

в значении р*(z) целевой функции релаксированной задачи Ар(z) компонент стоимостей 

ЗС терминалов стоимостями минимальных количеств ЗС терминалов, найденных с помо-

щью алгоритмов Con-Greedy и Rand на базе решения Ар(z); 

z0 – начальное назначение; 

zтек – текущее назначение; 

zрек – текущий рекорд назначения среди решений задачи А(z); 

(zтек) – набор вариантов возможных назначений z, порождаемых из zтек процеду-

рами ОСР и ПСР; 

1 – предельное число вариантов назначений в любом наборе (zтек); 

0 – доля предельно допустимого превышения (1+)рек рекордного значения 

рек среди оценок )(z  решений задачи Ар(zтек) при формировании набора (zтек) вари-

антов возможных назначений; 

CPU – предельное время решения; 

Iter – количество выполняемых итераций; 

Iter_c – количество итераций без улучшения целевой функции. 

3.2.1. Эвристические алгоритмы ПНСР, ФПЗЭ и процедура выбора сервисного рейса (ВСР) 

Алгоритм ПНСР: первоначальное назначение сервисных рейсов ЭБ. 

Вход: Im, Vm, mВT, параметры , . 

Выход: назначение z.  

Алгоритм ПНСР итеративно в порядке возрастания индекса v используемых ЭБ пар-

ка типа m обращается к алгоритму формирования первоначального задания v ЭБ (ФПЗЭ) 

для каждого vVm, mВT. 

Алгоритм ФПЗЭ: формирование первоначального задания ЭБ. 

Вход: vVm, Ic Im, mВT, параметры , . 

Выход: задание v.  

Алгоритм ФПЗЭ последовательно  обращается к одному из вариантов (ВСР1, ВСР2, 

ВСР3, ВСР4) эвристической процедуры ВСР из подмножества IcIm еще не распределен-

ных сервисных рейсов типа m и проверки допустимости включения его в задание. Исполь-

зуемые варианты ВСР1, ВСР2, ВСР3, ВСР4 этой процедуры описаны ниже. Проверка до-

пустимости включения очередного рейса в задание алгоритмом включает условия совме-

стимости по времени с предыдущим рейсом уже построенной последовательности, а также 

условия достаточности времени пребывания ЭБ в промежуточных терминалах для попол-

нения заряда на ЗС с максимально возможной мощностью до уровня, обеспечивающего 

выполнение включаемого рейса. 

Варианты эвристической процедуры ВСР выбора очередного сервисного рейса типа m 

Предложенные варианты процедуры выбора рейса применяются для разнотипных 

сервисных рейсов процедур выбора (см. [13]) из множества однотипных сервисных 

рейсов, обслуживаемых идентичными ЭБ.  
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Посредством каждого из вариантов ВСР1, ВСР2, ВСР3, ВСР4 процедуры ВСР для 

каждого ЭБ vVm в порядке возрастания индекса v формируется максимальная по 

включению последовательность (задание) v ={jv,1, jv,2, ...,
vlv

j
,

} совместимых сервисных 

рейсов jv,lIm, 
lvj ,

 +
1,, , 


lvlv jj 

1, 


lvj
, l=1, 2, ..., vl –1, типа m, назначаемых этому ЭБ.  

Варианты процедуры ВСР отличаются способом выбора очередного сервисного 

рейса для рассматриваемого ЭБ: ВСР1 ориентирован на минимизацию суммарной дли-

тельности интервалов между сервисными рейсами ЭБ с целью увеличения количества 

выполняемых им сервисных рейсов; ВСР2 минимизирует взвешенную комбинацию 

дневных затрат на ЭБ и затрат на потраченную им в порожних рейсах электроэнергию; 

ВСР3 и ВСР4 являются рандомизированными аналогами процедуры в заданной окрест-

ности минимального значения  для ВСР1 и ВСР2 соответственно.  

Используемые обозначения: 

Ic – текущее подмножество нераспределенных сервисных рейсов из множества Im;  

ic – текущий сервисный рейс, распределяемый ЭБ v; 
c

v   – текущее задание ЭБ v; 



R – доступный ресурс заряда в терминале {bi, aj| i, jIc} перед возможной за-

рядкой в ; 


R – доступный ресурс заряда ЭБ в терминале {bi, aj| i, jIc} после возможной 

зарядки в ; 


micD
,

 – подмножество депо из D, таких, что для каждого d 

micD
,

 заряд 
mid cg
,,

, потра-

ченный в порожнем рейсе ЭБ vVm из депо d в начальный терминал ci
a , не может быть 

восстановлен на этом терминале вследствие недопустимо малой длительности зарядки 

mid cg
,,

< tcmin  }|min{ , CTfm  ; fm,* – максимальная скорость зарядки для ЭБ типа m, 

fm,*=max{ fm,| CT}; 

E – доступная величина заряда при возможной зарядке в , E0; 

ij – длительность порожнего рейса из терминала bi после рейса i в терминал aj 

рейса j; 

H(x) – ступенчатая функция Хэвисайда, H(x)=0 при x<0 и 1 при x0; 

sgn(x) – функция знака, sgn(x)= – 1 при x<0,  0 при x=0 и 1 при x0. 
 

Процедура ВСР1: выбор очередного сервисного рейса с минимальным временем 

начала. 

Вход: i, Ic. 

Выход: j* = arg min{αj | jIc}. 

Процедура ВСР2: выбор очередного сервисного рейса с минимальной взвешенной 

суммой времени начала рейса и длительности предшествующего порожнего рейса. 

Вход: i, Ic, . 

Выход: j* = arg min{αj+ij | jIc}. 

Процедура ВСР3: случайный выбор очередного сервисного рейса из окрестности 

минимального значения момента начала. 

Вход: i, Ic, . 

Выход: j* выбирается в множестве Ic равновероятно среди значений моментов 

старта из отрезка [α*,α*+], где α*= min{αj | jIc}. 
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Процедура ВСР4: случайный выбор очередного сервисного рейса из окрестности 

минимального значения взвешенной суммы  начала рейса и длительности предшеству-

ющего порожнего рейса. 

Вход: i, Ic, , . 

Выход: j* выбирается в множестве Ic равновероятно среди значений моментов 

старта из отрезка [ *

ij , *

ij +], где *

ij  = min{αj+ij | jIc}. 

Эвристический алгоритм ПФЗЭ  

Шаг 0. Полагаем c

v =. 

Шаг 1. Если Ic =, то конец ( c

v  – решение).  

Иначе, если Ic, выбираем первый сервисный рейс i*=jv,1  одним из вариантов 

процедуры ВСР. Переход к шагу 2.  

Шаг 2. Если D\ 

mi
D

,* , то существует депо s

vd  D\ 

mi
D

,* , после порожнего рейса из 

которого в терминал ci
a выполняется 

*i
aR = max

mu – min

mu . Тогда по условиям задачи 

*i
aR –

mi
g

,* = 

= max

mu – min

mu –
mi

g
,* 0. Полагаем  ic= i*, c

v ={ic}, 

ci
aR = max

mu – min

mu . Иначе, если D\ 

mi
D

,* =  

и max

mu – min

mu –
midDd

g
mi

,, *

,*

min


– 
mi

g
,* 0, полагаем  ic= i*, c

v ={ic}, 

ci
aR = max

mu – min

mu – 
midDd

g
mi

,, *

,*

min


. 

Определяем 

ci
bR = 

ci
aR –

micg
,
0.  

Полагаем Ic= Ic\{ic}. Переход к шагу 3. 

Иначе, если D\ 

mi
D

,* = и max

mu – min

mu – 
midDd

g
mi

,, *

,*

min


 – 
mi

g
,* <0, то i* – недопустимый рейс. 

Полагаем Ic= Ic\ {i*}.  

Переход к шагу 1.  

Шаг 3. Если Ic=, то конец  ( c

v  – решение). 

Иначе для ic ищем очередной сервисный рейс j*  Ic одним из вариантов процедуры 

ВСР при выполнении условия допустимости уровня заряда в терминале ci
b  для порожнего 

рейса в aj*: 

 


ci
bR  + H(j*– ci

 –
*, jic – – tcmin)fm,* (j* – ci

 –
*, jic – )  

mjicg
*,,

.             (44) 

 

       Шаг 3.1. Если для  j* условие (44) не выполняется, то переход к шагу 3.2, ина-

че полагаем 

 

ci
bE = min { max

mu – min

mu – 

ci
bR ; H( *j – ci

 – *, ji c – – tcmin) fm,*( *j – ci
 – *, ji c – )}, 



ci
bR = 

ci
bR +

ci
bE . 

Определяем  

*j
aR = 

ci
bR – 

mjicg
,, * , 

*jaE = min { max

mu – min

mu – 

*j
aR ; H( *j – ci

 – *, ji c –
*,m

b

f

E
ci –  

– sgn(
ci

bE ) –– tcmin) fm,*  ( *j – ci
 – *, ji c –

*,m

b

f

E
ci – sgn(

ci
bE )–) и проверяем условие 

допустимости для сервисного рейса j*: 

 


*j
aR + 

*jaE  mjg *, .                                                      (45) 
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Если для  j* условие (45) не выполняется, то переход к шагу 3.2. Иначе полагаем 

 


*j
aR = 

*j
aR + 

*jaE , 

*j
bR = 

*j
aR – mjg *, . 

 

Полагаем c

v = c

v { j*}, Ic= Ic\{ j*},  ic= j*. Переход к шагу 3. 

       Шаг 3.2. Выбранный j* недопустим, полагаем Ic= Ic\{ j* }. Переход к шагу 3. 

Замечание 1. Если в результате выполнения алгоритма ФПЗЭ задание c

v =, то 

ЭБ v  не используется. В этом случае c

o = для всех v  m( z).  

Замечание 2. Если при завершении работы алгоритма ПНСР Ic, то допустимое 

решение задачи не найдено. 
 

3.2.2. Эвристические алгоритмы ОСР и ПСР 

Алгоритм ОСР: обмен сервисными рейсами заданий. 

Вход: задания v, w, рейсы iv,q, jw,p , v, w  V. 

Выход: модифицированные задания 
v

~ , 
w

~ . 

Алгоритм ОСР сводится к построению на основе v, wzтек пары модифицирован-

ных заданий 
v

~ , 
w

~  посредством обмена случайно выбранными одинарными рейсами 

совместимых типов для каждого из заданий. Вероятности выбора заданий v, w и рейсов 

для обмена пропорциональны экономии энергозатрат при замене пары v, w па-

рой 
v

~ , 
w

~ . 

При заданном текущем назначении zтек случайно выбираются v=(iv,1, …, iv,q-1, iv,q, 

iv,q-1,..., 
vfvi , ), w=(jw,1,…, jw,p-1, jw,p, jw,p+1,...,

wfwj , ), v, wzтек  и по одному рейсу iv,qv, 

jw,pw из них, при обмене которыми для всех рейсов пары модифицированных зада-

ний 
v

~ =(iv,1,…,iv,q-1,jw,p,iv,q+1,...,
vfvi , ), 

w
~ =(jw,1,…,jw,p-1, iv,q, jw,p+1,...,

wfwj , ) выполняются вре-

менные условия совместимости 

 

1, 


qvi
+

pwqv ji ,1, ,
 

pwj ,
 ,                                                      (46) 

pwj ,
 +

1,, , 


qvpw ij 
1, 


qvi

,                                                      (47) 

1, 


pwj
+

qvpw ij ,1, ,
 

qvi ,
 ,                                                     (48) 

qvi ,
 +

1,, , 


pwqv ji 
1, 


pwj

.                                                     (49) 

 

Алгоритм ПСР: перенос сервисного рейса из одного задания в другое. 

Вход: задания v, w, рейсы iv,q, jw,p , v, w  V. 

Выход: модифицированные задания v̂ , w̂ . 

Алгоритм ПСР сводится к построению на базе заданий v, wzтек пары модифици-

рованных заданий v̂ , w̂  за счет переноса случайно выбираемого совместимого рейса  

iv,qv в задание w после случайно выбираемого рейса jw,pw.  

При заданном назначении zтек случайно выбираются пара заданий  v=(iv,1, …, iv,q-1, 

iv,q, iv,q-1,..., 
vfvi , ), w=(jw,1,…, jw,p, jw,p+1,...,

wfwj , ) ЭБ vVm, wVm … V1, v, wzтек, 

рейс iv,q из одного задания v для переноса, а также рейс jw,p из другого задания w как 

предшественник рейса iv,q в модифицированном новом задании w̂ . Вероятности выбора 

заданий v, w и рейсов iv,q, jw,p пропорциональны экономии энергозатрат при замене пары 
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v, w парой 
v̂ , 

w̂ . Строится пара модифицированных заданий 
v̂ =(iv,1, …, iv,q-1, iv,q+1,..., 

vfvi , ), 
w̂ =(jw,1,…, jw,p, iv,q, jw,p+1,...,

wfwj , )  за счет переноса рейса iv,q из задания v и вклю-

чения его в задание w  после рейса jw,p при выполнении временных условий совмести-

мости 

 

1, 


qvi
+

1,1, , 


qvqv ii 
1, 


qvj

,                                                     (50) 

pwj ,
 +

qvpw ij ,, , 
qvi ,

 ,                                                       (51) 

qvi ,
 +

1,, , 


pwqv ji 
1, 


pwj

.                                                     (52) 

 

Замечание 3. При использовании алгоритма ПСР в некоторых случаях количе- 

ство |Vm| применяемых ЭБ типа m может быть сокращено при сохранении неизменным ко-

личества ЭБ других типов. 
 

3.2.3. Эвристический алгоритм локального поиска АЛП 

Алгоритм АЛП: построение назначения z* Z. 

Вход: I, V, параметры , . 

Выход: z*. 

Шаг 0. Строится множество Z0 первоначальных назначений с помощью итеративного 

применения алгоритма ПНСР. 

Шаг 1. Пока Z0 , выбирается произвольное первоначальное назначение z0 Z0.  

Шаг 2. Решается задача А(z0). Если *(z0)<, то z0 принимается в качестве рекорда 

назначения для исходной задачи zрек:=z0, также полагается рек=*(zрек), zтек=z0 и (zтек) =  

={z0}. Переход к шагу 3. Иначе, если р*(z0)=, для z0 задача неразрешима. Полагается  

Z0= Z0\{ z0}. Переход к шагу 1. 

Шаг 3. Итеративно, пока |(zтек)| и множество кандидатов пар заданий из zтек для 

обмена рейсами непусто,  для zтек применяется алгоритм ОСР порождения новых вариан-

тов назначений z посредством случайно выбираемых двух заданий v, w zтек и рейсов 

этих заданий на обмен. Для варианта z, полученного алгоритмом ОСР, решается релак-

сированная задача Ар(z) и с помощью алгоритмов Con-Greedy и Rand вычисляется верх-

няя оценка )(z . Если  р*(z)= ∞ либо )(z > (1+)рек, то вариант исключается из рас-

смотрения. Иначе при )(z  (1+)рек полагается (zтек)=(zтек){z}. Варианты 

в (zтек) упорядочиваются в порядке возрастания оценки )(z . 

Шаг 4. Для каждого z(zтек) решается задача А(z). Если min {*(z)|z(zтек)}<рек, 

то рекорд назначения обновляется zрек:=arg min{*(z)|z(zтек)},  полагается рек:=*(zрек), 

zтек:= zрек и переход к шагу 3. Иначе, если zтек= zрек (рекорд не изменился), полагается 

(zтек)= {zрек} и переход к шагу 5. 

Шаг 5. Итеративно, пока |(zтек)| и множество кандидатов пар заданий из zтек для 

переноса рейсов непусто, для zтек применяется алгоритм ПСР порождения новых вариан-

тов назначений z посредством случайно выбираемых из zтек заданий, рейсов этих заданий 

и переноса этих рейсов из одного задания в другое. Для варианта z, полученного алгорит-

мом ПСР, решается релаксированная задача Ар(z) и вычисляется верхняя оценка )(z . 

Если р*(z)= либо )(z >(1+)рек, то вариант исключается из рассмотрения. Иначе 

при )(z (1+)рек полагается (zтек)=(zтек){z}. Варианты в (zтек) упорядочиваются 

в порядке возрастания оценки )(z . 
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Шаг 6. Для каждого z(zтек) решается задача А(z). Если min {*(z)|z(zтек)}<рек, 

то рекорд назначения обновляется zрек:=arg min{*(z)|z(zтек)}, полагается (zтек)={zрек} 

и переход к шагу 5. Иначе, если zтек= zрек (рекорд не изменился), то полагается z*:=zрек, 

*:=*(zрек). Переход к шагу 1.  

Последовательность шагов 0–6 алгоритма АЛП повторяется до тех пор, пока не 

выполнится хотя бы один из критериев останова по заданным предельным значениям 

параметров: CPU – время решения, Iter – число выполняемых итераций, Iter_c – число ите-

раций без улучшения значения целевой функции. 

Замечание 4. Используемые в алгоритме АЛП параметры мощности  множества 

рассматриваемых вариантов назначений и доли  предельно допустимого превышения 

рекордного значения целевой функции предназначены для выхода из окрестности ло-

кального оптимума в процессе поиска решения задачи. Предполагаемые оценки диапазо-

нов целесообразных значений параметров  и  представляются отрезками [3, 10] 

и [0,1, 0,3] соответственно. Эффективность подбора этих значений зависит от проблем-

ной ситуации, определяемой соотношением капитальных и операционных затрат на ком-

поненты ЭБ, ЗС транспортной системы, характеристиками маршрутов, тарифами и т. п., 

а также от размерности решаемой задачи (мощности парка ЭБ, размеров транспортной 

сети и количества выполняемых рейсов).  

 

Заключение 

Разработаны математическая модель и декомпозиционная двухуровневая схема 

решения задачи оптимизации состава разнотипного парка ЭБ, распределения ЭБ по де-

по из заданного набора, назначения ЭБ на разнотипные сервисные рейсы из заданного 

множества, мест размещения и состава размещаемых на терминалах маршрутов разно-

типных ЗС различной мощности, а также расписания зарядки на них в течение дня. 

Подзадача нижнего уровня заключается в оптимизации распределения ЭБ по депо, 

комплектации терминалов маршрутов ЗС и расписаний зарядки ЭБ при фиксированных 

составе парка и назначении рейсов ЭБ. Подзадача верхнего уровня состоит в выборе 

эффективного назначения ЭБ парка последовательностей рейсов. Для подзадачи ниж-

него уровня разработана новая модель смешанного целочисленного линейного про-

граммирования. Для подзадачи верхнего уровня предложен комплекс эвристических 

алгоритмов построения первоначального назначения и локального поиска за счет обме-

на сервисными рейсами различных последовательностей и перемещения рейсов из од-

ной последовательности в другую. В дальнейшем целесообразно провести эксперимен-

тальную проверку предложенных модели и методов на реальных примерах транспорт-

ной сети с использованием парка разнотипных ЭБ. Интерес также представляет иссле-

дование совместимости ЭБ различных типов с разными типами ЗС. 

 
Вклад авторов. Н. Н. Гущинским уточнена модель смешанного целочисленного линейного про-

граммирования для подзадачи нижнего уровня, а также внесены корректировки в схему алго-

ритма локального поиска. М. Я. Ковалевым выполнена верификация предложенных математи-

ческой модели, декомпозиционной схемы и методов решения подзадач, а также редактирование 

статьи. Б. М. Розиным предложена постановка задачи и двухуровневая декомпозиционная схе-

ма ее решения. Для подзадачи нижнего уровня при фиксированных последовательностях сер-
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висных рейсов для ЭБ парка разработана модель смешанного целочисленного линейного про-

граммирования. Для подзадачи верхнего уровня предложен эвристический алгоритм локально-

го поиска. Представлена первоначальная версия текста статьи. 
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