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Аннотация  

Цели.  Целями работы являются построение аналитического решения задачи экранирования низкоча-

стотного магнитного поля двумя тонкими непересекающимися сферическими экранами, расположенны-

ми на поверхности сферы, и вычисление коэффициента экранирования исходного магнитного поля сфе-

рическими экранами.  

Методы.  Для решения поставленной граничной задачи используются метод теорем сложения и метод 

тройных сумматорных уравнений. Потенциал исходного магнитного поля представляется в виде сфери-

ческих гармонических функций. Вторичные потенциалы магнитного поля представляются в виде супер-

позиции сферических гармонических функций в локальной системе координат в трехмерном пространстве.  

Результаты.  Решение поставленной граничной задачи сведено к решению системы интегральных 

уравнений Фредгольма второго рода относительно специальным образом введенных функций. Численно 

исследовано влияние геометрических параметров задачи на значение коэффициента экранирования. Ре-

зультаты вычислений представлены в виде графиков. 

Заключение.  Предложенные методика и разработанное программное обеспечение могут найти практи-

ческое применение при конструировании экранов в различных областях техники. 
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функции, тройные сумматорные уравнения 
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Abstract 
Object ives.  Construction of an analytical solution to the problem of shielding a low-frequency magnetic field 

by two thin non-intersecting spherical screens located on the surface of a sphere. Calculation of the shielding 

coefficient of the initial magnetic field by spherical screens. 

Methods.  The method of addition theorems and the method of triple summation equations are used to solve the 

boundary value problem. The potential of the initial magnetic field is represented as spherical harmonic  

functions. The secondary potentials of the magnetic field are represented as a superposition of spherical harmonic  

functions in a local coordinate system in three-dimensional space. 

Result s .  The solution of the boundary value problem is reduced to the solution of a system of Fredholm  

integral equations of the second kind with respect to specially introduced functions. The influence of the geometric 

parameters of the problem on the value of the screening coefficient is numerically investigated. The results of the 

calculations are presented in the form of graphs. 

Conclusion.  The proposed methodology and the developed software can find practical application in the  

development and design of screens in various fields of technology. 
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Введение. Компьютеры, мобильная телефонная связь, телевидение, интернет, бытовые элект- 

роприборы, электротранспорт и т. д. вызывают электромагнитное загрязнение окружающей 

среды. Надежным способом защиты от влияния электромагнитных полей различных устройств 

и других средств электромагнитного излучения как на биологические объекты, так и на чув-

ствительные элементы электроники служит экранирование этих полей [1, 2]. Универсальными 

методами расчета электростатических, магнитных и электромагнитных полей являются чис-

ленные методы: метод конечных разностей, метод конечных элементов и метод интегральных 

уравнений [3–5]. Однако актуальность разработки новых аналитических и численно-аналити- 

ческих методов решения краевых задач математической физики не уменьшилась и в наши дни. 

Эти методы по-прежнему остаются основными средствами решения фундаментальных про-

блем, создают основу для тестирования решения краевых задач, полученных численными ме-

тодами. Метод разделения переменных и аппарат функций комплексного переменного наибо-

лее часто используются для аналитического решения граничных задач математической физи-

ки [6]. Обобщением метода разделения переменных для решения граничных задач со смешан-

ными граничными условиями является метод парных (тройных) уравнений, позволяющий све-

сти решение поставленной граничной задачи к решению интегрального уравнения Фредгольма 

второго рода, которое обычно не имеет аналитического решения в замкнутой форме, либо бес-

конечной системы линейных алгебраических уравнений второго рода. Этот метод применялся 

для решения электростатических задач для одиночных тонких незамкнутых оболочек [7–11]. 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

MATHEMATICAL MODELING                                                                                                                                         61 

 

При решении граничных задач математической физики для многосвязных областей успешно 

применялся метод теорем сложения [12–15]. Совместное использование теорем сложения 

и парных (тройных) уравнений позволило найти аналитическое решение задач экранирования 

для двух и более экранов, представляющих собой как полные, так и неполные координатные 

поверхности [16–23].  

В настоящей статье разработана методика аналитико-численного решения задачи экраниро-

вания низкочастотного магнитного поля двумя тонкими сферическими экранами, расположен-

ными на сфере.  

Постановка и представление решения задачи. Пусть в однородном и изотропном про-

странстве R3 с магнитной проницаемостью среды   находятся два идеально тонких сфериче-

ских экрана S0, S1, которые расположены на поверхности сферы Γ  радиуса a с центром в точ-

ке O  (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Осевое сечение экранов 

Fig. 1. Axial cross-section of shields 

 

Для постановки граничной задачи в точке O введем декартовы координаты .Oxyz  Декарто-

вы координаты Oxyz  связаны со сферическими координатами Or  соотношениями  

sin cos , sin sin , cos ,x r y r z r          

где 0 , 0 , 0 2 .r       
Тогда поверхности тонких сферических экранов  S0, S1 описываются следующим образом: 

   0 0 1 1 0 1, 0 , 0 2 , , 0 2 , .S r a S r a                       . 

Разобьем все пространство R3 поверхностью   на две области:    1 2и .D r a D r a   

Пусть в точке 1O  находится низкочастотный магнитный диполь, момент которого направлен 

вдоль оси Oz . Положим, что исходное низкочастотное электромагнитное поле изменяется во 

времени синусоидально, т. е.  ( , ) ( ), ( ) sin( )M t E M H M t   , где ( )E M , ( )H M  – напря-

женность электрического и магнитного полей соответственно, M – произвольная точка про-

странства,   – угловая частота. В квазистационарном приближении система векторных урав-

нений Максвелла сводится к нахождению вторичного скалярного магнитного потенциала jU , 
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удовлетворяющего уравнению Лапласа 0, 1,2,jU j    в области jD  [24]. Магнитный потен-

циал исходного поля iU  представим через сферические гармонические функции [12, 19, 22, 24]: 

                               
2

1 1 1 1 12
1

,θ cosθ , , ,
4πμ

z
i

M
U r P P P r

r

 
   

 
                                    (1) 

где zM  – магнитный момент,  – расстояние между точками O  и 1O , (cosθ)nP  – полиномы 

Лежандра [25]. 

Постановка задачи. Требуется найти вторичные потенциалы магнитного поля , 1, 2jU j  , 

которые удовлетворяют: 

– уравнению Лапласа  

0, 1, 2jU j   , 

где 
2 2 2

2 2 2x y z

  
   

  
 – оператор Лапласа; 

– граничным условиям на поверхностях сферических экранов  0 1,S S  

            
0

2( ( ) ( )) 0,i M S
U M U M

n 


 

                                                         
 (2) 

    
1

2( ( ) ( )) 0,i M S
U M U M

n 


 


                                                          (3) 

где  n  – нормаль к соответствующей поверхности; 

– условию на бесконечности  

                                         2( ) 0U M    при  M   ,                                                         (4) 

где  М  –  произвольная точка области 2D .  

Кроме того, потребуем выполнения условия непрерывности потенциала на части поверхно-

сти сферы Γ,  которая не является экраном, и условия непрерывности поля на поверхности 

сферы Γ : 

                                       
0 1 0 12 \( ) 1 \( ) ,i M S S M S SU M U M U M                                             (5) 

                                          2 1 .i M MU M U M U M
n n

 

 
 

 
                                            (6) 

Поставленная задача имеет единственное решение [26]. Физическая размерность потенциа-

лов в системе СИ – А. 

Согласно методу разделения переменных решение поставленной граничной задачи предста-

вим в виде суперпозиции сферических гармонических функций так, чтобы выполнялось усло-

вие на бесконечности (4): 

                                      1

0

( , ) (cos ), ,

n

n n

n

r
U r P x P r a

a





 
    

 
                                        (7) 
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1

2

0

( , ) (cos ), .

n

n n

n

a
U r P y P r a

r





 
    

 
                                             (8) 

Неизвестные коэффициенты ,n nx y  подлежат определению из граничных условий. 

Выполнение граничных условий. Для выполнения граничных условий представим потен-

циал  1 1,iU r   через сферические гармонические функции в системе координат с началом 

в точке O. Для этого воспользуемся теоремой сложения (формулой), которая связывает сфери-

ческие гармонические функции в системе координат с началом в точках O и O1 [18, 27]: 

         
1 1

1 1

( 1) ( )!
(cos ) (cos ) , .

( )! ( )!

k m
n m im k n k m im

n k

k m

n k
r P e r P e r

n m k m


      



 
   

 
                    (9) 

На основании формулы (9) потенциал исходного магнитного поля в сферической системе 

координат с началом в точке О имеет вид 

                  
1

, (cos ), ( 1) ( 1), .

n

n
i n n n

n

r
U r P p P p n r





 
       

 
                               (10) 

С учетом представления потенциалов (7), (8), (10) условие непрерывности (6) в силу ортого-

нальности полиномов Лежандра (cos )nP   на отрезке  0,   эквивалентно соотношению 

                                   ( 1) , 1,2, ... .

n

n n n

a
nx n y np n

 
     

 
                                         (11) 

Принимая во внимание представления потенциалов (7), (8), (10) и соотношение (11) и вы-

полняя условия (2), (3), (5), получим тройные сумматорные уравнения по полиномам Лежандра   

     
0 0

1 cos cos ,

n

n n n n

n n

a
n y P n p P

 

 

 
    

 
     00 ,     

 
0

cos 0,

n

n n n n

n

a
y p x P





  
        

      0 1 ,      

     
0 0

1 cos cos ,

n

n n n n

n n

a
n y P n p P

 

 

 
    

 
     1 .      

Введем в рассмотрение новые коэффициенты nY  и малый параметр ng  по формулам 

                          
4

2 1
n n

n
y Y

n



,      

2

1

(2 1)
ng

n



,   0, 1, 2, ... .n                        (12) 

Тогда вышеприведенные тройные сумматорные уравнения преобразуются к виду 

                                        0

0

(2 1) (cosθ) (θ), 0 θ θ ,n n

n

n Y P F




                                              (13) 
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                                   0 1

0

(cos ) 0,n n

n

Y P




       ,                                                (14) 

                                       1

0

(2 1) (cos ) ( ),n n

n

n Y P F




         ,                                         (15) 

где   
0

( ) (2 1) (cos ), .
2 1

n

n n n n n n n n n

n

n a
F n P f g Y p g Y

n





 
          

  
  

Для решения тройных сумматорных уравнений (13)–(15) введем в рассмотрение две неиз-

вестные функции 
0 1

(1) (1)
1 2 1 2[0, ] [ , ]
( ), ( ), ( ) , ( )t t t C t C

  
      , удовлетворяющие условиям 

                                           1 2(0) ( ) 0                                                                  (16) 

и связанные с коэффициентами nY  соотношением  

                                   
0

1

1 2

0

( )sin 0,5 ( )cos 0,5nY t n tdt t n tdt

 



       .                                    (17) 

Подставляя представление (17) в уравнение (14) и используя разложения разрывных функ-

ций в ряды по полиномам Лежандра [7, 18, 25] 

                            

0

0, 0 ,
1 1sin (cos ) , 0 ,2 2(cos cos )

n

n

t

n t P t
t





    
 

         
   

                            (18) 

 

                            

0

1
1 , 0 ,

cos (cos ) 2(cos cos )
2

0, 0 ,
n

n

t
n tP t

t






     

      
       

                             (19) 

убеждаемся, что это уравнение выполняется тождественно. 

Подставим nY  из соотношения (17) в уравнение (13) и проинтегрируем первый интеграл по 

частям: 

   
0

1 0 0 1

0 00

2 ( ) cos 0,5 (cos ) 2 ( ) cos 0,5 (cos )n n

n n

n P t n t P dt

 

 

 
           

 
   

                     
1

2

0

( ) (2 1)cos 0,5 (cos ) ( )n

n

t n n t P dt F

 



 
       

 
 ,  00 θ θ  .                       (20) 

Согласно (19) первая сумма в уравнении (20) обращается в нуль, а вторая сумма преобразу-

ется к виду 

 
0

1
1

00 0

( )
( ) cos 0,5 (cos )

2(cos cos )
n

n

t dt
t n t P dt

t

 



  
    

  
  . 
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Используя разложение (18), третье выражение в (20) представим в виде 

 
1 1

2 2

0

1
( ) (2 1)cos 0,5 (cos ) 2 ( )

2(cos cos )
n

n

d
t n n t P dt t dt

dt t

 

 

  
              

   

1

2

3

( )sin
2 .

(2(cos cos ))

t t dt

t






 


  

На основании выполненных преобразований уравнение (20) примет вид    

                                                        
1

0

( )
( )

2(cos cos )

t dt
V

t




 
 

 ,                                                         (21) 

где   

                                                  

1

2

3

( )sin
( ) 0,5 ( )

(2(cos cos ))

t t dt
V F

t






   


 .                                               (22) 

Уравнение (21) является интегральным уравнением Абеля. На основании его решения [7] 

имеем 

1

0

2 ( )sin
( )

2(cos cos )

t
d V d

t
dt t

  
 

  
  . 

Проинтегрируем полученное выражение и с учетом (16) получим уравнение 

                                                           1

0

2 ( )sin
( )

2(cos cos )

t
V d

t
t

  
 

  
  .                                                        (23) 

Преобразуем правую часть (23). Принимая во внимание представление (22), получим  

00 0

(cos )sin2 ( )sin 1
(2 1)

2(cos cos ) 2(cos cos )

t t

n
n

n

P dV d
n

t t





    
   

    
   

1

2 3/2 1/2

0

1 sin
( ) sin

2 (cos cos ) (cos cos )

t
d

d
t





  
     

     
   . 

Учитывая интегралы [7, 18, 25] 

 

0

sin 0,5(cos )sin

0,52(cos cos )

x

n
n xP d

nx

  


 
 , 

     3/2 1/2

0

sin
sin cos / 2 cos / 2 ,

(cos cos ) (cos cos )

t
d

ec t ec t
t

 
       

    
  
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уравнение (23) преобразуем к интегральному уравнению вида 

                   
1

1 1 2

0

2
( ) ( , ) ( ) sin 0,5n

n

t K t d n t

 



        

 ,   00 t   ,                          (24) 

где ядро интегрального уравнения 

     1

1
( , ) cos / 2 cos / 2

2
K t ec t ec t        

. 

Проводя аналогичные преобразования, получим, что уравнение (15) преобразуется к инте-

гральному уравнению вида 

                           
0

2 2 1

00

2
( ) ( , ) ( ) cos 0,5n

n

t K t d n t

 



        

 ,    1 t    ,                         (25) 

 

где           

     2

1
( , ) cos / 2 cos / 2

2
K t ec t ec t        

. 

На основании представления коэффициента n  из уравнений (24), (25) получим связанную 

систему интегральных уравнений Фредгольма второго рода относительно функций 1 2( ), ( )t t  : 

   

   

0

1

0

1

1 1 1 2 1 2 0

00

2 2 2 1 3 2 1

00

2
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) sin 0,5 , 0 ,

2
( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) cos 0,5 , ,

n

n

n

n

t L t d L t K t d f n t t

t L t K t d L t d f n t t

  


  



                 


                


 

 

   (26) 

где 

1

0

2
( , ) sin( 0,5) sin( 0,5)n

n

L t g n t n




    

 ,   2

0

2
( , ) sin( 0,5) cos( 0,5)n

n

L t g n t n




    

 , 

3

0

2
( , ) cos( 0,5) cos( 0,5)n

n

L t g n t n




    

 ,   

( 1)
( 1) .

2 1

n

n
n

n n a
f

n

  
   

  
 

Вычисление коэффициента экранирования. Коэффициент экранирования (ослабления) 

магнитного поля в области 1D  вычислим по формуле 

1( , ) ( , ) / ( , ) , ,iK r H r H r r a      

где  1 ,H r   – напряженность вторичного магнитного поля в области 1D : 

 1 1 1 1

1
, ( , ) ( , ) ( , )rH r grad u r u r e u r e

r r


  
         

  
, 
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 ,iH r  – напряженность первичного магнитного поля в области 1D :  

 
1

, ( , ) ( , ) ( , )i i i r iH r grad u r u r e u r e
r r



  
         

  
. 

Из формул (7), (10) и производной 1(cos ) (cos )n n

d
P P

d
  


, где 1

(cos )nP   – присоединенная 

функция Лежандра [25],  следуют равенства 

1
1

1 1

1 1

( , ) (cos ), ( , ) (cos ),
n n

n n n nn n
n n

r r
u r P n x P u r P x P

r a a

 

 

 
     

 
   

1
1

1 1

( , ) (cos ), ( , ) (cos ).
n n

i n n i n nn n
n n

r r
u r P n p P u r P p P

r

 

 

 
     

 
   

Для численного решения системы интегральных уравнений Фредгольма второго рода (26) 

использована обобщенная квадратурная формула Симпсона, которая имеет четвертый порядок 

точности [28]. Все сходящиеся бесконечные суммы вычислены с точностью 0,001.  

Приведем некоторые результаты расчетов. Пусть геометрические параметры задачи / 3.a   

На рис. 2, а показаны графики коэффициента экранирования ( , )K r   в области 1D  при 

0 0
0 190 , 170    и некоторых значениях /r a  (значения приведены в левом углу рисунка), 

а на рис. 2, b – при 
0 0

0 190 , 135     (увеличен угол раствора сферического экрана 1S ). 

 

   
а)                                                                                                b) 

Рис. 2. Графики коэффициента экранирования ( , ), :K r r a   
a) при 0 0

0 190 , 170 ;    b) при 0 0
0 190 , 135     

Fig. 2. Graphs of the shielding coefficient ( , ), :K r r a 
 
a) at 0 0

0 190 , 170 ;   
 
b) at 0 0

0 190 , 135   
 

 
При увеличении угла раствора сферического экрана 1S  значение ( , ), ,K r r a   уменьшается 

(рис. 2, b). 

На рис. 3, а изображены графики коэффициента экранирования ( , )K r   в области 1D  при 

0 0
0 130 , 150    и некоторых значениях /r a  (значения приведены в левом углу рисунка), 

а на рис. 2, b – при 
0 0

0 1130 , 150    (увеличен угол раствора сферического экрана 0S ). 

Переменная θ 

 
Переменная θ 
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а)                                                                                                b) 

Рис. 3. Графики коэффициента экранирования ( , ), :K r r a   a) при 0 0
0 130 , 150 ;    b) при 0 0

0 1130 , 150     

Fig. 3. Graphs of the shielding coefficient ( , ), :K r r a 
 
a) at 0 0

0 130 , 150 ;    b) at 0 0
0 1130 , 150     

 

При увеличении угла раствора сферического экрана 0S  значение коэффициента экранирова-

ния ( , ), ,K r r a   уменьшается. Магнитное поле практически не проникает в область 1D  при 

0 0
0 1130 , 150    . 

Заключение. В статье разработана методика аналитико-численного решения задачи экрани-

рования низкочастотного магнитного поля двумя тонкими непересекающимися сферическими 

экранами, расположенными на поверхности сферы. Источником поля является низкочастотный 

магнитный диполь. Решение поставленной граничной задачи сведено к решению системы ин-

тегральных уравнений Фредгольма второго рода относительно специальным образом введен-

ных функций. Численно исследовано влияние геометрических параметров задачи на значение 

коэффициента экранирования. Результаты вычислений представлены в виде графиков. Разрабо-

танные методика и программное обеспечение могут найти практическое применение при кон-

струировании экранов в различных областях техники. 
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