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Аннотация 
Цели.  Целью работы является компьютерное моделирование диффузии в смеси идеальных газов с уче-

том зависимости коэффициента диффузии от энтропии смешения согласно модели, предложенной одним 

из авторов статьи, в программном комплексе Wolfram Mathematica. 

Методы.  Для численного решения одномерной задачи использовалась встроенная функция 

NDSolveValue в Wolfram Mathematica и решатель, заданный по умолчанию; для численного решения 

двумерной задачи – та же функция, для которой в качестве решателя был задан метод прямых. 

Результаты. Получены результаты компьютерного моделирования диффузии в смеси идеальных газов 

с учетом зависимости коэффициента диффузии от энтропии смешения для двух задач в одномерной по-

становке и одной задачи в двумерной постановке. 

Заключение.  Проведенные исследования и полученные решения при компьютерном моделировании  

диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависимости коэффициента диффузии от энтропии смеше-

ния свидетельствуют о том, что для решения задач в области компьютерного моделирования смешения 

газов в современных программных средствах может применяться математическая модель, альтернатив-

ная популярным современным моделям, основанным на описании гидродинамических свойств газов 

и энтальпии смешения, а также другим энтропийным моделям. 

Ключевые слова: компьютерное моделирование, математическое моделирование, диффузия газов, эн-

тропия смешения газов, химический потенциал, численные методы 
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Abstract 

Object ives . The objective of the work is computer modeling of diffusion in ideal gas mixtures taking into  

account the dependence of the diffusion coefficient on the entropy of mixing according to the model proposed by 

one of the authors of the article, in Wolfram Mathematica. 

Methods. Built-in function NDSolveValue in Wolfram Mathematica and the default solver were used for the 

numerical solution of the one-dimensional task; for the numerical solution of the two-dimensional task the same 

function was used, for which the Numerical Method of Lines was specified as the solver. 

Result s . The results of computer modeling of diffusion in a mixture of ideal gases are obtained taking into  

account the dependence of the diffusion coefficient on the entropy of mixing for two tasks in a one-dimensional 

formulation and one task in a two-dimensional formulation. 

Conclusion. The conducted research and the obtained solutions in computer modeling of diffusion in 

a mixture of ideal gases taking into account the dependence of the diffusion coefficient on the entropy of mixing 

indicate that for solving tasks in the field of computer modeling of gas mixing in modern software tools could be 

used a mathematical model that is an alternative to popular modern models based on the description of the  

hydrodynamic properties of gases and the enthalpy of mixing, as well as other entropy models. 

Keywords: computer modeling, mathematical modeling, gas diffusion, entropy of gas mixing, chemical potential, 

numerical methods 
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Введение. Компьютерное моделирование диффузионных процессов в газах является перспек- 

тивным направлением для решения задач в области радиоэкологии, агроэкологии, а также 

постчернобыльских и прочих экологических проблем [1, 2]. Кроме того, компьютерное 

моделирование газов может быть применено для исследования физических процессов, описы- 

вающих диффузию газов, что позволит усовершенствовать подходы и методы, используемые 

для улучшения экологической обстановки как открытых к внешним воздействиям систем, так 

и закрытых от них. 

В настоящее время описанию диффузионных процессов в газах посвящено немало работ [3], 

однако некоторые пробелы в их описании, обозначенные учеными еще в прошлом веке [4, 5], 

являются незаполненными по сей день [3]. Так, Дж. Гиббс при анализе изменения энтропии 

при диффузии газов [4] установил, что возрастание энтропии, вызванное смешением разного 

рода газов при постоянных температуре и давлении, не зависит от природы этих газов, в то 
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время как смешение двух масс одного и того же идеального газа не вызывает возрастания эн-

тропии. Таким образом, смешение двух одинаковых газов нельзя рассматривать как предель-

ный случай смешения двух разных газов и при переходе от смешения сколь угодно близких 

газов к смешению тождественных газов изменение энтропии испытывает скачок (парадокс 

Гиббса) [4]. А. Эйнштейн, в свою очередь, в работе по квантовой теории идеального газа обра-

тил внимание на парадокс [5], к которому приводит эта теория и который заключается в том, 

что смесь вырожденных газов из N1 атомов с массой m1 и N2 атомов с массой m2 (как угодно 

мало отличающейся от m1) при заданной температуре имеет иное давление, чем простой газ 

с числом атомов N1 + N2, обладающий практически той же массой атомов и находящийся в том 

же объеме. 

Изложенное выше во многом объясняет существующую практику и подходы в области ком-

пьютерного моделирования смешения газов [6–8], которая при известной достоверности не 

объясняет всей природы диффузионных процессов при смешении газов. Поэтому особую зна-

чимость имеет компьютерная реализация математической модели диффузии в смеси идеальных 

газов с учетом зависимости коэффициента диффузии от энтропии смешения, впервые пред-

ставленная в работе [3].  

В настоящей статье компьютерное моделирование диффузии в смеси идеальных газов с уче-

том зависимости коэффициента диффузии от энтропии смешения выполняется в программном 

комплексе Wolfram Mathematica в одномерной и двумерной постановке. 

Компьютерное моделирование диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависи- 

мости коэффициента диффузии от энтропии смешения в одномерной постановке. Соглас-

но работе [9] энтропия смеси идеальных газов равна сумме энтропии всех компонентов смеси, 

взятых при температуре смеси, и их парциальных давлений Pi. При этом энтропия смешения 
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где xi – молярная концентрация i-го компонента смеси; Mi – масса i-го газа; vi – молярная масса 

i-го газа. 

С учетом энтропии смешения при смеси идеальных газов поток массы компонента хi будет 

определяться не только его градиентом, но и степенью неупорядоченности смеси, т. е. энтропи-

ей смешения: 
 

i i см i iq D S x    ,

 

(2) 

 

где Di – коэффициент диффузии компонента xi; Sсм – энтропия смешения; μi – химический по-

тенциал i-го газа. 

Следует отметить, что коэффициент диффузии компонента 1 не равен коэффициенту 

диффузии компонента 2. 

Химический потенциал для идеального газа при невысоких давлениях известен [10]: 
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Следовательно, 
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Учитывая, что ln(f)=f’/f, для бинарной смеси в единице объема получим равенство 
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Следовательно, эффективный коэффициент диффузии для смеси идеальных газов с учетом 

энтропии смешения определяется следующим выражением: 
 

iiэфф i cxD D S R  .

 

(6) 

 

Для решения задачи моделирования диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависимо-

сти коэффициента диффузии от энтропии смешения в одномерной постановке уравнение диф-

фузии имеет вид [3] 
 

 1
1 1lnэфф

C
D С T C

x x

   
  

   
,

 

(7) 

 

где C1 – концентрация газа А в точке X в момент времени t, %; Dэфф – эффективный коэффици-

ент диффузии, K
о
с/м

2
; T – температура смеси газов, K

о
.
 

В качестве исходных условий для задачи моделирования диффузии в смеси идеальных газов 

с учетом зависимости коэффициента диффузии от энтропии смешения в одномерной постанов-

ке используем следующие: газы А и В разделены непроницаемой мембраной и находятся 

в баллоне длиной 1 м (рис. 1), мембрана находится на расстоянии 0,5 м от торцов баллона. 

В некоторый момент времени мембрану удаляют и идет диффузионное смешение газов А и В. 

Требуется найти эволюцию во времени и зависимость от координаты х концентрации газов 

А и В. При этом C2 – концентрация газа B в точке X в момент времени t.  

 
Рис. 1. Исходные условия для задачи моделирования диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависимости 

коэффициента диффузии от энтропии смешения в одномерной постановке, Dэфф = 0,002  

Fig. 1. The initial conditions for the problem of modeling diffusion in a mixture of ideal gases taking into account  

the dependence of the diffusion coefficient on the entropy of mixing in a one-dimensional formulation, Deff = 0,002 

 

Сформулируем следующие начальные и граничные условия: 
 

1 2 1C C  ;

 

(8) 

 1( ,0) 1, 0; 0,5C x x   ; (9) 

 1( ,0) 0, 0,5;1C x x   ; (10) 

1 (0, ) 0, 0
C

t t
x


  


; (11) 

2 (1, ) 0, 0
C

t t
x


  


. (12) 
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Выражения (11), (12) свидетельствуют о том, что потоки массы газа на левой и правой стен-

ках сосуда равны нулю. 

Компьютерное моделирование производилось в программном комплексе Wolfram 

Mathematica при помощи функции NDSolveValue (приложение А). Результаты компьютерного 

моделирования показаны на рис. 2, где изменение концентрации газа A отображено красным 

цветом, а газа B – синим. 

 

  
a) b) 

  

  
c) d) 

 

Рис. 2. Результаты компьютерного моделирования диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависимости  

коэффициента диффузии от энтропии смешения в одномерной постановке: a) в начальный момент времени;  

b) момент времени t = 0,1 c; c) момент времени t = 0,5 c; d) момент времени t = 0,9 c 

Fig. 2. Results of computer simulation of diffusion in a mixture of ideal gases taking into account the dependence  

of the diffusion coefficient on the entropy of mixing in a one-dimensional formulation: a) at the initial time;  

b) time t = 0,1 s; c) time t = 0,5 s; d) time t = 0,9 s 

 

Описанная выше задача представляет собой простейший случай смешения двух газов, одна-

ко в реальных условиях, в том числе производственных [11, 12], может возникнуть необходи-

мость в решении более сложных задач. Поэтому имеет смысл рассмотреть решение задачи со 

следующими условиями: 

 

   1( ,0) 1, 0,1; 0,3 0,7; 0,8 .C x x   

 

(13) 

При этом на промежутках, не показанных в равенстве (7), соблюдается условие  
 

1( ,0) 0.C x   (14) 

  

Схематическая интерпретация задачи с исходными условиями, описанными в уравнени-

ях (13) и (14), показана на рис. 3. 

t = 0,0 с t = 0,1 с 

t = 0,5 с t = 0,9 с 
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Рис. 3. Исходные условия для усложненной задачи моделирования диффузии в смеси идеальных газов с учетом 

зависимости коэффициента диффузии от энтропии смешения в одномерной постановке 

Fig. 3. The initial conditions for the complicated task of modeling diffusion in a mixture of ideal gases taking into  

account the dependence of the diffusion coefficient on the entropy of mixing in a one-dimensional formulation 

 

  
a) b) 

  
c) d) 

Рис. 4. Результаты компьютерного моделирования диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависимости  

коэффициента диффузии от энтропии смешения в одномерной постановке (усложненная задача): a) в начальный 

момент времени; b) момент времени t = 0,01 c; c) момент времени t = 0,1 c; d) момент времени t = 0,8 c 

Fig. 4. Results of computer simulation of diffusion in a mixture of ideal gases taking into account the dependence  

of the diffusion coefficient on the entropy of mixing in a one-dimensional formulation (complicated task):  

a) at the initial time; b) time t= 0,01 s; c) time t= 0,1 s; d) time t= 0,8 s 

 
Результаты компьютерного моделирования диффузии в смеси идеальных газов с учетом за-

висимости коэффициента диффузии от энтропии смешения в программном комплексе Wolfram 

Mathematica показаны на рис. 4. 

t = 0,00 с t = 0,01 с 

t = 0,10 с t = 0,80 с 
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Компьютерное моделирование диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависи- 

мости коэффициента диффузии от энтропии смешения в двумерной постановке. Пусть 

имеется замкнутый квадрат с длиной стороны 1 (рис. 5). В него помещают малый замкнутый 

квадрат, который наполняют газом А (красный). Снаружи малого квадрата большой квадрат 

заполняют газом B (голубой). Стенки малого квадрата убирают, и начинается диффузное сме-

шение газов A и B. Следует рассчитать концентрацию газов A и B в любой точке в любой мо-

мент времени. 

 

 

Рис. 5. Исходные условия для усложненной задачи моделирования  

диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависимости коэффициента  

диффузии от энтропии смешения в двумерной постановке 

Fig. 5. The initial conditions for the problem of modeling diffusion  

in a mixture of ideal gases taking into account the dependence of the diffusion  

coefficient on the entropy of mixing in a two-dimensional formulation 

 
Уравнение (1) для поставленной задачи примет следующий вид: 

 

   1
1 1 1 1ln ln .t t

C
D С T C D С T C

x x y y

      
    

       
 

(15) 

 
Для решения задачи необходимо выполнить условие (14), а также условия 

   1( , , ) 1, 0, 4;0,6 , 0, 4;0,6 ;C x y t x y      (16) 

1( , , ) 0, ;C x y t x   (17) 

  

1 (0, , ) 0;
C

y t
x





 (18) 

1 (1, , ) 0;
C

y t
x





 (19) 

1 ( ,0, ) 0;
C

x t
y





 (20) 

1 ( ,1, ) 0;
C

x t
y





 

(21) 

0,002tD  , 283 .oT K  (22) 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

MATHEMATICAL MODELING                                                                                                                                         53 

 

Результаты компьютерного моделирования в программном комплексе Wolfram Mathematica 

при помощи функции NDSolveValue, для которой в качестве решателя был задан метод прямых 

(приложение Б), показаны на рис. 6. 

 

  
a) b) 

 

  
c) d) 

 

Рис. 6. Результаты компьютерного моделирования диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависимости  

коэффициента диффузии от энтропии смешения в двумерной постановке (усложненная задача): a) в начальный  

момент времени; b) момент времени t = 0,2 c; c) момент времени t = 0,4 c; d) момент времени t = 0,9 c 

Fig. 6. Results of computer simulation of diffusion in a mixture of ideal gases taking into account the dependence  

of the diffusion coefficient on the entropy of mixing in a two-dimensional formulation (complicated task):  

a) at the initial time; b) at time t= 0,2 s; c) at time t= 0,4 s; d) at time t= 0,9 s 

 
Заключение. Проведенные исследования и полученные решения при компьютерном моде-

лировании диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависимости коэффициента диффузии 

от энтропии смешения свидетельствуют о том, что для решения задач в области компьютерного 

моделирования смешения газов в современных программных средствах может применяться 

математическая модель, альтернативная популярным современным, основанным на описании 

гидродинамических свойств газов и энтальпии смешения [6–8], а также другим энтропийным 

t = 0,0 с t = 0,2 с 

t = 0,4 с t = 0,9 с 
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моделям. Кроме того, настоящее исследование демонстрирует подход, который дает возмож-

ность моделировать процессы диффузии смеси газов с учетом основных положений термоди-

намики за счет учета влияния на диффузию градиента температуры. Представленный подход 

позволит при решении задач конвективной сушки, когда концентрации пара и воздуха сопоста-

вимы, осуществлять прогнозирование коэффициента массообмена, основываясь на том, что 

поток массы может быть использован для определения химического потенциала. Важно также 

отметить отличие предложенной модели диффузии газов от существующих энтропийных мо-

делей, используемых для решения задач тепломассообмена, при применении которых важно 

учитывать скачок функции энтропии, вызванный парадоксом Гиббса. Это при практическом 

использовании вызывает проблемы, связанные с невозможностью выполнения закона сохране-

ния массы по причине разрыва функции энтропии. Тогда как предложенная авторами модель 

демонстрирует классический подход решения задач тепломассопереноса, используя энтропию 

косвенно и учитывая зависимость коэффициента диффузии от энтропии смешения. Так как 

учет энтропии выводится через химический потенциал, для определения которого может быть 

использован поток массы, предложенная модель удовлетворяет закону сохранения массы. 

На этом же основании существуют перспективы применения описанной модели смешения га-

зов с учетом зависимости коэффициента диффузии от энтропии смешения для решения задач 

разделения изотопов и учета перекрестных эффектов в структурно-неоднородных средах.  

Также несмотря на то, что вычисление энтропии смешения не являлось целью настоящего ис-

следования, полученное в представленной работе определение коэффициента диффузии дает 

возможность осуществить оценку ее изменения в последующих работах. При этом необходимо 

отметить, что численная оценка изменения энтропии смешения согласно предложенной моде-

ли, а также верификация этой модели и поиск наиболее приемлемых численных методов ее ре-

шения будут являться темами дальнейших исследований.   

Вклад авторов. П. К. Шалькевич определил цель и задачи проведенных исследований, сформу- 

лировал введение и заключение, провел эксперимент и осуществил научное редактирование 

статьи. Н. А. Шилов написал код в Wolfram Mathematica, провел компьютерное моделирование 

диффузии в смеси идеальных газов с учетом зависимости коэффициента диффузии от энтропии 

смешения. Н. Н. Гринчик разработал математическую модель диффузии в смеси идеальных 

газов с учетом зависимости коэффициента диффузии от энтропии смешения, определил 

научную проблему, которую решает эта математическая модель. 
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Приложение А. Скрипт в Wolfram Mathematica для решения задачи, показанной на рис. 1 

 

T = 283; (*температура внутри баллона*) 

Dₜ = 0.002; (*эффективный коэффициент диффузии*) 

t₁ = 1; (*длительность вычисляемого решения*) 

x₀ = 0; x₁ = 1; (*координаты начала и конца баллона*) 

 

equation = D[c[x, t], t] == D[Dₜ*c[x, t]*D[T*Log[c[x, t]], x], x]; 

conditions = { 

   c[x,0]==If[0<=x<=0.5,1,0], 

   Derivative[1, 0][c][x₀, t] == 0, 

   Derivative[1, 0][c][x₁, t] == 0 

   }; 

 

(* численное решение уравнений с заданными условиями*) 

solution = NDSolveValue[{equation, conditions}, c, {x, x₀, x₁}, {t, 0, t₁}] 

 

(*визуализация*) 

Manipulate[ 

 Module[{plot1, plot2},  

  plot1 = Plot[solution[x, t], {x, x₀, x₁},  

    PlotRange -> {{x₀, x₁}, {0, 1}}, AxesLabel -> {"x", "c"},  

    PlotLabel ->  

     StringForm["t = `` sec", NumberForm[t, {Infinity, 4}]],  

    PlotStyle -> Blue]; 

  plot2 = Plot[1 - solution[x, t], {x, x₀, x₁}, PlotStyle -> Red]; 

  Show[plot1, plot2]], {t, 0, t₁, 0.0001}] 

 
Приложение Б. Скрипт в Wolfram Mathematica для решения задачи, показанной на рис. 5  
 

T = 283; (*temperature inside the tank*) 

Dₜ = 0.002; (*diffusion coefficient*) 

t₁ = 1; (*end time*) 

x₀ = 0; x₁ = 1; (*start and end x coordinates of the square*) 

y₀ = 0; y₁ = 1; (*start and end y coordinates of the square*) 

 

equation = D[c[x, y, t], t] == D[Dₜ*c[x, y, t]*D[T*Log[c[x, y, t]], x], x] + D[Dₜ*c[x, y, 

t]*D[T*Log[c[x, y, t]], y], y]; 

conditions = { 

   c[x, y, 0] == If[0.4 <= x <= 0.6 && 0.4 <= y <= 0.6, 1, 0], 

   Derivative[1, 0, 0][c][x₀, y, t] == 0, 

   Derivative[1, 0, 0][c][x₁, y, t] == 0, 

   Derivative[0, 1, 0][c][x, y₀, t] == 0, 

   Derivative[0, 1, 0][c][x, y₁, t] == 0 

   }; 

 

solution = NDSolveValue[{equation, conditions},  

  c, {x, x₀, x₁}, {y, y₀, y₁}, {t, 0, t₁},  

  Method -> {"MethodOfLines",  

    "SpatialDiscretization" -> {"TensorProductGrid",  

      "MaxPoints" -> 21}}] 
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Manipulate[ 

 DensityPlot[solution[x, y, t], {x, x₀, x₁}, {y, y₀, y₁},  

  PlotRange -> {0, 1}, ColorFunction -> "TemperatureMap",  

  PlotLabel -> Row[{"t = ", t}], FrameLabel -> {"x", "y"},  

  PerformanceGoal -> "Quality"], {{t, 0, "Time"}, 0, t₁, 0.001,  

  Appearance -> "Labeled"}] 

 

Manipulate[ 

 Plot3D[solution[x, y, t], {x, x₀, x₁}, {y, y₀, y₁},  

  PlotRange -> {0, 1}, AxesLabel -> {"x", "y", "c(x, y, t)"},  

  PlotLabel -> Row[{"t = ", t}],  

  PerformanceGoal -> "Quality"], {{t, 0, "Time"}, 0, t₁, 0.0001,  

  Appearance -> "Labeled"}]  
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