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Аннотация 

 

Ц е л и . Рассмотрена экспоненциальная сеть массового обслуживания с однолинейными полюсами, от-

личающаяся от сети Гордона – Ньюэлла только тем, что время  ожидания запросами обслуживания в по-

люсах сети является случайной величиной, условное распределение которой при фиксированном числе 

запросов в полюсе имеет экспоненциальное распределение. Запросы, обслуженные в полюсах, и запросы, 

не дождавшиеся обслуживания, движутся по сети в соответствии с разными матрицами маршрутизации. 

В работе поставлены цели исследовать сеть массового обслуживания, установить достаточные условия 

ее эргодичности, а также найти стационарное распределение данной сети.  

Мето ды . Используются методы математического моделирования и аналитическое исследование сетей 

массового обслуживания. 

Р е з ул ь т а т ы . Доказана теорема, обобщающая теорему Гордона – Ньюэлла. 

З а к л ю ч е н и е. Возможность варьирования матрицами маршрутизации обслуженных и не дождав-

шихся обслуживания запросов позволяет учитывать самые разнообразные практические ситуации и сни-

жать необходимым образом нагрузку в узких местах исследуемой сети, что очень важно при проектиро-

вании и модернизации информационно-вычислительных сетей. 
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Abstract 

Object ives.  An exponential queuing network with single-line poles is considered, which differs from the    

Gordon – Newell network only that the waiting time for service requests at the poles of the network is a random 

variable with conditional distribution for a fixed number of requests at the pole as an exponential distribution. 

Requests at poles and requests that did not get the  service are moving through the network in accordance with 

different routing matrices. The objective was to investigate a queuing system and to establish sufficient                

conditions for its ergodicity, also to find  stationary distribution of  given network. 

Methods.  Methods of mathematical modeling and analytical research of queuing networks are used. 

Results .  A theorem generalizing the Gordon – Newell theorem is proved. 

Conclusion.  The possibility of varying the routing matrices of served and unserved requests makes it possible 

to take into account a wide variety of practical situations and reduce the load in the bottlenecks of the network 

under study. It is very important in the design and modernization of information and computer networks. 
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Введение. В связи с развитием информационной сферы в последнее время наметилась тен-
денция к проектированию информационно-вычислительных сетей самого различного назначе-

ния. Это выдвигает проблемы, от решения которых зависит эффективность их использования. 
Одной из них является проблема узких мест в сети, т. е. полюсов сети, в которых относитель-

ное использование полюса имеет максимальное значение. При большом числе запросов, цирку-
лирующих в сети, в узком месте очередь неограниченно растет, в то время как в других узлах 

очереди незначительны либо вообще отсутствуют. Одним из способов преодоления этого недо-
статка является введение мгновенных обходов запросами полюсов [1, 2], что позволяет вырав-

нивать нагрузку между полюсами. Другой способ уменьшения нагрузки в узких местах – раз-

мещение в соответствующих полюсах резервных каналов [3–5]. Еще одним способом вы-
равнивания нагрузки является введенное Е. А. Ковалевым в статье [6] ограничение продолжи-

тельности ожидания обслуживания запросов в узлах случайными величинами, имеющими экс-
поненциальное распределение. Однако в этой работе предполагалось, что запросы, обслужен-

ные в полюсах, и запросы, не дождавшиеся обслуживания, ведут себя одинаково, т. е. их 
движение по сети определяется одной и той же матрицей маршрутизации. В то же время 

в практических ситуациях, например, «недовольные клиенты», не дождавшиеся обслуживания, 
могут вообще покинуть сеть или как-то изменить свою маршрутизацию между полюсами. Если 

матрица маршрутизации одинакова для обслуженных запросов и запросов, не дождавшихся 
обслуживания, то уравнения Колмогорова и уравнения глобального равновесия оказываются 

точно такими же, как и соответствующие уравнения для сети Гордона – Ньюэлла, только с из-
мененными интенсивностями обслуживания, к которым добавляется параметр экспоненциаль-

ного распределения случайной величины, ограничивающей время ожидания. В этой связи ма-
тематическое решение задачи определения стационарного распределения тривиально и может 

быть выполнено чисто автоматически. Случай ограничения на время пребывания и на время 



ИНУОРМАТИКА ▪ INFORMATICS 

50                                                                                                                  ТОМ ▪ VOL. 20     4|2023     С. ▪ P. 48–55 

 

 

ожидания рассматривался в статье [7]. К сожалению, в случае ограничения на время ожидания 

при различающихся матрицах маршрутизации была допущена досадная ошибка. По-видимому, 
приведенные результаты действительно будут выполняться, если заменить уравнение трафика 

на более сложное уравнение. Для одного случая это утверждение будет доказано в настоящей 
работе. Сети Геленбе с экспоненциальными ограничениями на время пребывания положитель-

ных заявок исследовались в работе [8].  

В настоящей статье рассматривается случай различных матриц маршрутизации для обслу-

женных и не дождавшихся обслуживания запросов для замкнутой сети с однолинейными по-

люсами. Доказан аналог теоремы Гордона – Ньюэлла [9], в котором используется более слож-

ное уравнение трафика. При этом существенно усложняется матрица маршрутизации по 

сравнению с матрицей маршрутизации для случая ограничения на время пребывания, которая 

теперь специальным образом зависит от состояний полюсов. 

1. Постановка задачи. Маршрутизация запросов. Сеть массового обслуживания состоит 

из N однолинейных полюсов (систем) с бесконечным числом мест для ожидания. Время об-

служивания запроса единственным прибором i -го полюса имеет экспоненциальное распреде-

ление с параметром i   Ni ,1 . Время ожидания начала обслуживания запроса в очереди             

i -го полюса является случайной величиной, условное распределение которой, если в i -м по-

люсе находится in  запросов, экспоненциальное с параметром 
1

i

in




  Ni ,1 . Другими слова-

ми, условная вероятность того, что длительность ожидания начала обслуживания каждого за-

проса в i -м полюсе закончится в промежутке времени  htt , , если в момент t  в полюсе 

находилось in  запросов, равна  
1

i

i

h o h
n





 при 0h , а условная вероятность завершения 

процесса ожидания хотя бы одного из этих запросов равна  ih o h  . Если запрос поступает 

в полюс, свободный от запросов, он сразу начинает обслуживаться. Для определенности будем 

предполагать, что запросы обслуживаются в порядке поступления в полюсы (дисциплина 

FCFS). Предполагается, что промежутки времени между моментами поступления запросов, 

времена обслуживания запросов и времена ожидания запросов в узлах – независимые случай-

ные величины. Запрос, обслуженный в i -м полюсе, мгновенно и независимо от других запро-

сов с вероятностью ijp  переходит в j -й полюс 












 



1,,1,
1

N

j

ijpNji . Запрос, время ожида-

ния которого в i -м полюсе закончилось, мгновенно и независимо от других запросов 

с вероятностью ijr  направляется в j -й полюс 












 



1,,1,
1

N

j

ijrNji . Для упрощения выкладок 

предполагается, что для всех Ni ,1  выполняется 0 iiii rp .   

Введем две стохастические квадратные матрицы  
ijpP   и  

ijrR   порядка N  Nji ,1,  , 

которые назовем матрицами маршрутизации соответственно обслуженных и не дождавшихся 

обслуживания запросов. Очевидно, что матричная функция 

    NjinsnS iij ,1,,~  , 

где  
 

 

1

1

i

i

i ij i ij n

ij i

i i n

p r
s n





   


   
; A  – индикатор события A , равный 1, если A происходит, и рав-

ный 0 в противном случае, также является стохастической матрицей и по смыслу управляет 

движением запросов между полюсами N,,2,1   без учета того, за счет чего (окончания об-
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служивания или ожидания) запрос покидает полюс. Элементы i -й строки матрицы зависят от 

числа in  запросов в i -м полюсе. Действительно, 

 
 

 
 

  1 1

1 1 11 1

1 1
1

i i

i i

N N N

ij i i ij i ij i in n

j j ji i i in n

s n p r
 

   

 
           

         
   . 

Будем называть  nS ~
 
матрицей маршрутизации. Заметим, что в отличие от сети Гордона – 

Ньюэлла, в которой матрица маршрутизации не зависит от , 1, ,i i N   и в отличие от сети 

с ограничением на время пребывания, в которой матрица маршрутизации зависит от 

, , 1, ,i i i N    и не зависит от чисел заявок в полюсах, матрица маршрутизации исследуемой 

сети зависит от , , 1,i i i N   , а ее i -я строка достаточно простым образом зависит от числа 

запросов в i -м полюсе. 

Обозначим через  i in  условную интенсивность потока запросов, выходящего из i -го по-

люса, который находится в состоянии  1,in i N . Так как запросы не рождаются и не теряются 

при прохождении полюсов, в стационарном режиме выполняется следующий закон сохране-

ния: 

              
1

1 1 , 1, .
N

j j i i ij i

i

n n s n j N


                                                  (1) 

Далее предполагается, что матрица  nS ~  неприводима. Для ее неприводимости достаточно 

(но не необходимо), чтобы неприводимой была хотя бы одна из матриц P или R . Тогда урав-

нение (1), которое будем называть уравнением трафика, при фиксированных 1 2, , , , ,i i Nn n n  , 

1, ,i N  будет иметь единственное с точностью до постоянного множителя положительное ре-

шение. Если изменять эти параметры, то решения (1) будут функциями от них. Заметим, что 

в классической сети Гордона – Ньюэлла решение уравнения трафика определяется матрицей P

и не зависит от параметров , 1,i i N  . 

2. Уравнения глобального и локального равновесия. Состояния сети в момент t  будем  

описывать марковским процессом или цепью Маркова с непрерывным временем 

        tntntntn N,,,~
21  , где  tni  – число заявок в i -м полюсе в момент времени t .                 

Пространство состояний этого процесса представляет собой симплекс n  

   1 2 1 2 1 2, , , : , , , , 0,1, .N N Nn n n n n n K n n n        . В силу неприводимо-

сти матрицы маршрутизации и положительности интенсивностей выхода из состояний 

в моменты скачков  tn~  – неприводимая цепь Маркова. Так как число ее состояний конечно, то 

по эргодической теореме Маркова цепь эргодична. Пусть   nnp ~,~
 
– ее предельное эрго-

дическое распределение, которое в этом случае будет единственным решением глобальных 

уравнений равновесия 

           1 0 0
1 1 1

, ,
i i j

N N N

i i j i j ji j jin n n
i i j

p n p n e e p r n
  

  

                            (2) 

удовлетворяющим условию нормировки   1.
n

p n


  Здесь ie  – единичный вектор i -го 

направления, причем предполагается, что   0~ np при .n  Разобьем равенство (2) на урав-
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нения локального равновесия, которые получаются, если для каждого полюса приравнять ин-

тенсивность потока вероятности из состояния n  за счет ухода запросов из этого полюса интен-

сивности потока вероятности в состояние n  за счет поступления запросов в данный полюс из 

других полюсов: 

           1 0 0
1

, , 1, .
i i j

N

i i j i j ji j jin n n
j

p n p n e e p r n i N
  



                           (3)  

Так как равенство (2) получается суммированием (3) по Ni ,1 , то всякое решение локаль-

ных уравнений равновесия (3) будет являться решением глобального уравнения равновесия (2). 

3. Изолированный полюс в искусственной случайной среде. Изолируем i -й полюс от се-

ти, помещая его в фиктивную случайную среду, отличающуюся от условий функционирования 

полюса в сети только тем, что в него поступает поток моментов последовательных скачков 

процесса чистого размножения с интенсивностью рождения  i in , зависящей от числа запро-

сов in в этом полюсе. Получается процесс размножения и гибели  tni
~  с интенсивностями рож-

дения  i in   ,1,0in
 
и интенсивностями гибели  1i

i i n 
      ,2,1in . При этом ста-

ционарные вероятности цепи Маркова  tni
~ , если они существуют, удовлетворяют следующим 

уравнениям равновесия для вертикальных сечений в графе переходов процесса размножения 

и гибели: 

          1
1 1 1, 2, .

i
i i i i i i i i in

n p n p n n


        
   

                          (4)  

Система уравнений (4) может быть записана в виде 

     0 0 1 ,i i i ip p  
                                                            

 (5)  

         1 1 , 2, 3, .i i i i i i i i in p n p n n       
                                 

(6)  

Из уравнений (5) и (6) находим 

   
 

 
1

1
0

1
0 .

i

i

n

i i i in
li i i

p n p l






 
   


                                            

(7)                                                           

Из условия нормировки следует равенство 

 
 

1
1

1 0

0 1
i

i

n
ii i

i

n li i i

l
p




 

   
  
     


                                               

(8)  

и то, что условие 

  
 1

0

i

i

n
i

n l i i

l




 

  


                                                              

(9)  

является необходимым и достаточным для существования стационарного распределения, а зна-

чит, необходимым для эргодичности процесса размножения и гибели  tni
~ . Для доказательства 

достаточности этого условия для эргодичности остается показать, что при выполнении усло-
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вия (9) процесс  tni
~  является регулярным. Из сходимости ряда в условии (9) следует, что его 

общий член 
 1

0

in
i

l i i

l





  
  стремится к нулю при in . Тогда 

 1

in

i i

l i l

  



 , т. е. ряд  

 1 1

i

i

n

i i

n l i l



 

  


  

расходится к  , что является достаточным условием регулярности процесса размножения 

и гибели. Итак, для эргодичности процесса  tni
~ , описывающего изолированный полюс, необ-

ходимо и достаточно выполнения условия (9). При этом эргодическое распределение определя-

ется соотношениями (7), (8) и удовлетворяет равенствам (4). 

4. Стационарное распределение процесса состояний сети. Докажем, что вероятности  

         
1

1 1 2 2, N Np n C N K p n p n p n


                                           
(10)  

с множителями, определенными с помощью (7), удовлетворяют уравнениям локального равно-

весия (3), а значит, и уравнениям глобального равновесия (2). Здесь  KNC ,  является норми-

рующей постоянной. В силу однородности уравнений локального равновесия (3) при подста-

новке вероятностей (10) в (3) можно не учитывать нормирующий множитель    1
,


KNC . 

Прежде всего отметим, что из уравнений (4) и (10) следует равенство 

 
 

 
 

 

 

 
 

 

 

1

0

1 1
,

1

i

j

i ij i j j j j ni i

i i i i j jj j n

p n e e p n np n

p n p n np n





      
 

     
                            (11)  

если 0.in   

Проверим, что произведение (10) удовлетворяет уравнениям (3). Если 0in , то (3) превра-

щается в тождество 00 . Если же 0in , то, разделив (3) на  np , подставив в полученное 

равенство уравнения (10), (11) и использовав уравнение трафика (1), запишем 

 

 
      

 
 

 
  1

1 0 0
1 1 0

1

i

i j j

j

N N
i ij i j j n

i i j ji j ji j ji j jin n n
j j i i j j n

p n e e n
p r p r

p n n



  
  

     
              

     
 

 

 

 
 

 

 

 

 
     

01 1

1

1, 1 10

1 ,
1 1

ji i

i

j

N Nj ji j ji ni i i in n

j j j j ji j i i n
j j ji i j j i in

p r
n n s n

n n

 



  

          
         

       
   

т. е. уравнения (3) превращаются в тождество.  

По эргодической теореме Маркова цепь Маркова с непрерывным временем и конечным чис-

лом состояний эргодична тогда и только тогда, когда она неприводима. Пространство состоя-

ний цепи Маркова  tn  конечно в силу выполнения условия       Ktntntn N  21 , а ее 

неприводимость эквивалентна неприводимости матрицы маршрутизации при каждых фиксиро-

ванных in .  
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Из условия нормировки   1
n

np находим нормирующую постоянную 

       
1 2

1 1 2 2

:

, .
N

N

N N

n n n n K

C N K p n p n p n

    

 
                                      

(12)  

Теорема. Если матрица маршрутизации неприводима, то цепь Маркова  tn  эргодична, 

а ее единственное стационарное распределение имеет форму произведения (10) с множителя-

ми (7), где   , 1,i in i N   – решение уравнения трафика (1),  KNC ,  – нормирующая посто-

янная, определенная с помощью равенства (12). 

В силу однородности функции (10) при использовании теоремы можно не находить  0ip  

по формуле (8), а считать, что  0 1ip  . Таким образом, как и в обычной сети Гордона – Нью-

элла, в стационарном режиме в каждый фиксированный момент времени t  состояния полюсов 

     tntntn N,,, 21 
 
зависимы. Это является очевидным следствием линейной зависимости 

      Ktntntn N  21  координат случайного вектора  tn . 

Заключение. В настоящей работе исследовались только замкнутые сети с однолинейными 

полюсами, что ограничивает возможность применения полученных результатов. Само уравне-

ние трафика, конечно, проще уравнений глобального равновесия для стационарных вероятно-

стей состояний сети. Однако возникают определенные трудности, связанные с тем, что для 

каждого полюса i , полагая, например,  0 1i  , придется решать систему 1K линейных 

уравнений трафика. Таким образом, для применения теоремы предварительно необходимо ре-

шить  1KN  систем линейных уравнений. Хорошо, однако, что эти уравнения линейные.  

Отметим, что возможность варьирования матрицами маршрутизации обслуженных и не до-

ждавшихся обслуживания запросов позволяет учитывать самые разнообразные практические 

ситуации и снижать необходимым образом нагрузку в узких местах исследуемой сети, а это 

очень важно при проектировании и модернизации  информационно-вычислительных сетей. 

 

Вклад авторов. Ю. В. Малинковский внес существенный вклад в концепцию работы и утвер-

дил окончательный вариант статьи для публикации, В. А. Немилостивая провела аналитическое 

исследование и изложила результаты в тексте статьи. 
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