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Аннотация 

Цели.  Аналитическое решение граничной задачи электростатики для моделирования электростатиче-

ского поля заряженного кольца, расположенного внутри заземленного бесконечного кругового цилиндра 

в присутствии идеально проводящего тора. Источник поля – тонкое заряженное кольцо, расположенное 

на плоскости, перпендикулярной оси цилиндрического экрана. 

Методы. Для решения поставленной задачи используется метод теорем сложения. Потенциал исходно-

го электростатического поля представлен в виде сферических гармонических функций, затем с помощью 

теорем сложения, связывающих сферические, цилиндрические и тороидальные гармонические функ-

ции, – в виде суперпозиции цилиндрических и тороидальных гармонических функций. Вторичный по-

тенциал электростатического поля также представлен в виде суперпозиции цилиндрических и торои-

дальных гармонических функций. 

Результаты.  Решение поставленной граничной задачи сведено к решению бесконечной системы ли-

нейных алгебраических уравнений второго рода относительно коэффициентов, входящих в представле-

ние вторичного поля. Численно исследовано влияние некоторых параметров задачи на значение электро-

статического потенциала внутри заземленного цилиндрического экрана в присутствии тороидального 

включения. Результаты вычислений представлены в виде графиков. 

Заключение.  Предложенная методика и разработанное программное обеспечение могут найти практи-

ческое применение при разработке и конструировании экранов в различных областях техники. 
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Abstract 

Object ives.  Analytical solution of the boundary value problem of electrostatics for modeling the electrostatic field 

of a charged ring located inside a grounded infinite circular cylinder in the presence of a perfectly conducting torus is 

considered. The field source is a thin charged ring located on a plane perpendicular to the axis of the cylindrical screen. 

Methods.  To solve the problem, the method of addition theorems is used. The potential of the initial  

electrostatic field is presented in the form of spherical harmonic functions and in the form of a superposition of 

cylindrical and toroidal harmonic functions, using addition theorems relating spherical, cylindrical and toroidal 

harmonic functions. The secondary potential of the electrostatic field is also represented as a superposition of 

cylindrical and toroidal harmonic functions. 

Result s .  The solution of the formulated boundary problem is reduced to the solution of an infinite system of 

linear algebraic equations of the second kind with respect to the coefficients included in the representation of the 

secondary field. The influence of some parameters of the problem on the value of the electrostatic potential  

inside a grounded cylindrical shield in the presence of a toroidal inclusion is numerically studied. The calculation 

results are presented in the form of graphs. 

Conclusion.  The proposed technique and the developed software can find practical application in the  

development and design of screens in various fields of technology. 
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Введение. Универсальными методами расчета электростатических, магнитных и электро-

магнитных полей являются численные методы: метод конечных разностей, метод конечных 

элементов, метод интегральных уравнений [1–3]. Однако актуальность разработки новых ана-

литических и численно-аналитических методов решения краевых задач математической физики 

не уменьшилась и в наши дни. Эти методы по-прежнему остаются основными средствами ре-

шения фундаментальных проблем, создают основу для тестирования решения краевых задач, 

полученных численными методами. Метод разделения переменных и аппарат функций ком-

плексного переменного наиболее часто используются для аналитического решения граничных 

задач математической физики [4, 5]. Обобщением метода разделения переменных для решения 

граничных задач со смешанными граничными условиями является метод парных (тройных) 

уравнений, который позволяет свести решение поставленной граничной задачи к решению ин-

тегрального уравнения Фредгольма второго рода, которое обычно не имеет аналитического 

решения в замкнутой форме, либо к бесконечной системе линейных алгебраических уравнений 

второго рода. Этот метод применялся для решения электростатических задач для одиночных 

тонких незамкнутых оболочек
1
 [6–12]. При решении граничных задач математической физики 

для многосвязных областей успешно применялся метод теорем сложения
2
 [13–15]. Совместное 

                                                 
1Кадников, С. Н. Методы расчета электростатического поля тонких оболочек и их применение в технике высоких 

напряжений : автореф. дис. ... д-ра техн. наук : 05.09.05 / С. Н. Кадников ; НПИ. – Новочеркасск, 1990. – 42 с.  
2Ерофеенко, В. Т. Метод теорем сложения и теория усредненных граничных условий в краевых задачах электро-

динамики : автореф. дис. ... д-ра физ.-мат. наук : 01.04.03 / В. Т. Ерофеенко ; БГУ. – Минск, 1993. – 29 с. 
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использование теорем сложения и парных (тройных) уравнений позволило найти аналитиче-

ское решение поставленных задач в виде ряда по малому параметру для двух и более провод-

ников, представляющих собой как полные, так и неполные координатные поверхности [16–24]. 

Отметим, что для решения некоторых электростатических задач использовались функции Гри-

на, метод зеркальных изображений [25, 26] и метод Т-матриц [27]. Численное решение задачи 

проникновения электростатического поля через прямоугольное отверстие внутрь параллелепи-

педа с идеально тонкими стенками приведено в работе [28]. 

В настоящей статье разработана методика аналитико-численного решения задачи Дирихле 

для системы двух тел (экранов) в присутствии источника электростатического поля с примене-

нием теории сферических, тороидальных и цилиндрических гармонических функций. Система 

компьютерной математики Mathcad [29] использована для проведения вычислительных экспе-

риментов. 

Постановка и представление решения задачи. Пусть однородное, изотропное простран-

ство R
3
 с диэлектрической проницаемостью среды   разделено бесконечным круговым цилин-

дрическим экраном  радиуса b на два полупространства D1 и D2. В полупространстве D1 на 

оси цилиндрического экрана  расположен тороидальный экран T с малым радиусом r 

и большим R. Осевое сечение экранов показано на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Осевое сечение экранов 

Fig. 1. Axial cross-section of shields 

 
Для постановки граничной задачи в точке O введем декартовы координаты Oxyz . Декарто-

вы координаты Oxyz  связаны со сферическими координатами Or  соотношениями   

sin cos , sin sin , cos ,x r y r z r          

где 0 , 0 , 0 2 ,r       

с цилиндрическими координатами O z  – соотношениями 

cos , sin , ,x y z z        

где 0 , , ,z            

и тороидальными координатами O  – соотношениями 

cos sin sin
, ,

cos cos cos

csh csh c
x y z

ch ch ch

    
  

        
,   

где 
2 20 , , 0 2 , c R r                . 

Т 
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Тогда поверхности тороидального T и цилиндрического экранов  описываются равенствами 

2

0T ln 1 , , 0 2
R R

r r

  
                     

     

,  

 , ,b z              . 

В области 1D на плоскости z h   находится заряженная нить, расположенная на окружно-

сти радиуса d . Полагаем, что заряд q  равномерно распределен по окружности, тогда линейная 

плотность зарядов / 2q d   . В результате взаимодействия первичного электростатического  

поля с экранами Г и T образуется вторичное поле. Обозначим потенциал вторичного поля в об-

ласти D1 через U1, а исходного электростатического поля – через U0.  

Постановка задачи. Требуется найти вторичный потенциал 1,U который удовлетворяет 

уравнению Лапласа  

                                     
2 2 2

1 1 12 2 2
0,U U U

x y z

  
  

  
                                                   (1) 

граничным условиям  

                         
1 0( ( ) ( )) ,

M
U M U M V const


                                                         (2)   

1 0( ( ) ( )) 0
M

U M U M


                                                                (3) 

и условию на бесконечности  

                                           1( ) 0U M   при ,M                                                           (4) 

где V – заданный потенциал на поверхности тора, М – произвольная точка области D1. 

Потенциал U0 исходного электростатического поля можно представить через сферические 

гармонические функции  [4] 

                                                  
1

0

0

, cos , ,

n

n n

n

U r Q a P r
r





 
    

 
                                    (5) 

где     0, 1 cos
4

n

n n

q
Q a P   


,  

2 2
0, cos /   h d h , (cos )nP   – полиномы Ле-

жандра [30], физическая размерность коэффициента Q  [B] = 
кг м

А с

2

3




 (система единиц СИ). 

Вторичный потенциал представим в виде суперпозиции цилиндрических и тороидальных 

гармонических функций 

1 ( , ) ( , ),t сU U U z      

1

2

( , ) 2( cos ) ( ) ,







      
i n

t n
n

n

U ch Q X P ch e  

                                                  0( , ) ( ) ( ) ,i z
сU z Q Z I e d






                                                    (7) 

где 1

2

( )
n

P ch


  – функция тора, 0 ( )I   – модифицированная функция Бесселя первого рода [30]. 

(6) 
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Неизвестные коэффициенты nX  и функция ( )Z   подлежат определению из граничных 

условий (2), (3). 

Решение задачи. Для выполнения граничного условия (2) на поверхности тора T предста-

вим потенциалы  0 , , ( , )сU r U z   через тороидальные гармонические функции. 

Воспользуемся следующими теоремами сложения (формулами переразложения), которые 

связывают сферические и тороидальные гармонические функции [31]: 

1
11

2

1
(cos ) 2( cos ) ( ) , 0,

2

n s i s
n nn s

s

r P ch D Q ch e
c


  

 


       


   

где 

    1

1

2 0 0 ( 1) (0) , , 0,
s

s s k k s s
n n k n k n k n n

k

D P f sP ik n P D D s 
 



 
        

 
  

3 1

2

2 !( 1)!

((2 )!) ( )!

k
s

k

k s k
f

k s k

  



,      

1

2 ( ) 2
(0) cos

2
1

2

m
m

n

n m

n m
P

n m

  
 

    
  

      
 

 ,      

и цилиндрические и тороидальные гармонические функции: 

0 1

2

1
( ) 2( cos ) ( ) ( )

2

i z i n
n

n
n

I e ch B c Q ch e


 




     


 ,   

где 

     0 1

1

( ) 2 ( 1) ( ) , ( ) ( ),
n

k n k
n k k k n n

k

B c J i c f nJ i c ikJ i c i c B c B c 



 
               

 
  

1

2

( )
s

Q ch


  – функция тора, (0)m
nP  –  присоединенная функция Лежандра первого рода,  kJ x – 

функция Бесселя первого рода,  n  – гамма-функция [30]. 

Используя вышеприведенные формулы, связывающие гармонические функции, представим 

потенциалы  0 , , ( , )сU r U z   через тороидальные гармонические функции: 

                        0 1

2

, 2( cos ) ( ) ( ) i n
n

n
n

U Q ch c Q ch e







       ,                                  (8) 

                    1

2

1
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с n
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1

2
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n
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a D
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С учетом представлений для потенциалов (6), (8), (9) граничное условие (2) на поверхности 

тора  принимает вид 

1 0 1 0 1 0

2 2 2

0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

.
2( cos )

i n
n n n

n n n
n

c
X P ch Q ch Z B c d Q ch e

V

Q ch




  
 

   
                  


  

 

 

На основании формулы [30] 

1 0

0 2

1 1
( )

2( cos )

i n

n
n

Q ch e
ch







 
  
  

и в силу единственности разложения в ряд Фурье из равенства (10) получим 

         0 0 0

1
( ) ( ) , 0, 1, 2, . . . ,

2
n n n n n n

V
X ch ch Z B c d ch n

c Q





 
               

  
     (11) 

где  

 
1 0

2
0

1 0

2

( )

( )

n

n

n

Q ch

ch
P ch







  


. 

Для выполнения граничного условия (3) на поверхности цилиндра представим потенциалы 

 0 , ,U r  ( , )tU    через цилиндрические гармонические функции, используя следующие тео-

ремы сложения [31]: 

   1
0

( )
cos ,

!

n
n n i z

n

i
r P K e d

n


  




    

   

 1 0

2

2( cos ) ( ) ( ) , ,i n i z
n

n

c
ch P ch e B c K e d c


 




        
 

 

где 0 ( )K   – модифицированная функция Бесселя второго рода (функция Макдональда) [30]. 

С учетом приведенных теорем сложения получим представления потенциалов ( , ),tU  

 0 ,U r  через цилиндрические гармонические функции: 

                              1
0 0

0

1 ( )
, ,

!

n
n n i z

n

n

i
U z Q a K e d

n

 
 



 
     

 
                                 (12) 

                           0( , ) ( ) , .i z
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                               (13) 

(10) 
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На основании преобразования Фурье и представлений (7), (12), (13) граничное условие (3) 

принимает вид 
 

                    1
0 0 0

0

1 ( )
( ) ( ) 0.

!

n
n n

n n n

n n

c i
Z I b K b X B c K b a

n

 


 

 
         

  
                 (14) 

 

Исключим из уравнения (11) функцию ( )Z  , используя представление (14), и получим бес-

конечную систему линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов nX  

с безразмерными параметрами 2
0

1
, , 1 :

r c R
ch

R b b
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Представив потенциалы ( , ), ( , ) t сU z U z  через решение системы (15) и учитывая (14), за-

пишем равенства 
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  .                               (17) 

Для вычисления потенциала ( , )tU    через цилиндрические гармонические функции при 

c   воспользуемся  следующей теоремой сложения: 
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Тогда потенциал ( , )tU    примет вид  
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Вычислительный эксперимент. Используя систему компьютерной математики Mathcad [29], 

вычислим вторичный потенциал электростатического поля 1( , ) ( , ) ( , )t cU z U z U z      по фор-

мулам (16)–(18) в области 1D  для некоторых параметров задачи. Бесконечная система (15) ре-

шена методом усечения [32]. Для получения достоверного решения конечной системы линей-

ных алгебраических уравнений необходимо проверить обусловленность системы. Матрица, 

соответствующая системе, считается хорошо обусловленной, если число обусловленности мат-

рицы меньше 300 [33, с. 150]. Для вычисления числа обусловленности матрицы использовались 

встроенные функции cond1 (число обусловленности в норме 1L ), cond2 (в норме 2L ) и conde 

(в евклидовой норме). Вычислительный эксперимент показал, что для рассмотренных парамет-

ров задачи порядок усечения матрицы можно взять равным 21. Все сходящиеся бесконечные 

суммы вычислены с точностью 
510
. Несобственные интегралы вычислены по методике, пред-

ложенной в работе [32, c. 503].   

Приведем некоторые результаты расчетов. Возьмем геометрические параметры задачи: 
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 На рис. 2, а 

изображены графики нормированного вторичного потенциала 1(1,5 , ) /U R z Q ( )c ,

3 / 3z R   , в области 1D  при  некоторых значениях /V Q (значения приведены в правом уг-

лу рисунка), а на рис. 2, b – при 0,4r R  (малый радиус тора увеличен в четыре раза). 
 

 
а)                                                                                           b) 
 

Рис. 2. Графики нормированного вторичного потенциала 
1(1,5 , ) / :U R z Q  0,1 )(r R а  и

 
0,4 )(r R b  

Fig. 2. Plots of the normalized secondary potential 
1(1,5 , ) / :U R z Q  0,1 ( dr R а) an  0,4 )r R (b

 

 
При увеличении величины /V Q  значение нормированного вторичного потенциала 

1(1,5 , ) /U R z Q ( )c  уменьшается при 0z , когда малый радиус тора увеличивается. Зна- 

чение 1(1,5 , ) /U R z Q  не изменяется при изменении малого радиуса тора и увеличении /V Q  

для 1z  . 

На рис. 3, а показаны графики нормированного вторичного потенциала 1(0,5 , ) /U R z Q

( )c , 3 / 3z R   , 0,1 ,r R  при некоторых значениях /V Q (значения приведены в правом 
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углу рисунка), а на рис. 3, b – при 0,4r R  (малый радиус тора увеличен в четыре раза). 

Остальные параметры не изменены. 

 

 

а)                                                                                           b) 

Рис. 3. Графики нормированного вторичного потенциала 1(0,5 , ) / :U R z Q  0,1 )(r R а  и
 

0,4 )(r R b  

Fig. 3. Plots of the normalized secondary potential 1(0,5 , ) / :U R z Q  0,1 ( dr R а) an  0,4 )r R (b  

 
При увеличении величины /V Q  значение нормированного вторичного потенциала 

1(0,5 , ) /U R z Q ( )c  уменьшается при 0,1r R (диапазон изменения потенциала от 0,5 до 0,1) 

и при 0,4r R (диапазон изменения потенциала от 0,8 до 0). 

На рис. 4, а изображены графики нормированного вторичного потенциала 1( ,0,5 ) / ,U R Q

0 / 2R  , при 
2

5
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1
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200

h

b


1

4

d

b
  и некоторых значениях /V Q (значения 

приведены в правом углу рисунка), а на рис. 4, b – графики нормированного вторичного потен-

циала 1( ,0,2 ) / ,U R Q 0 / 2R  , при 0,1r R  (малый радиус тора уменьшен в четыре раза). 

В данном случае источник поля (заряженная нить) расположен на плоскости Oxy . 

   

 

а)                                                                                           b) 

Рис. 4. Графики нормированного вторичного потенциала: 1( ,0,5 ) / ,U R Q  ) и0,4 (r R а  1( ,0,2 ) / ,U R Q 0,1 )(r R b  

Fig. 4. Plots of the normalized secondary potential: 1( ,0,5 ) / ,U R Q  0,4 ( dr R а) an
 1( ,0,2 ) / ,U R Q 0,1 )r R (b  

 

Значение нормированного потенциала 1( ,0,5 ) /U R Q  при 0,4r R  и увеличении /V Q  

монотонно убывает (рис. 4, а). При уменьшении малого радиуса тора значение нормированного 

потенциала 1( ,0,2 ) /U R Q  при 0,1r R  и увеличении /V Q  монотонно возрастает до 

1,02R  , а затем убывает (рис. 4, b). 
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Заключение. В статье разработана методика аналитико-численного решения поставленной 

задачи Дирихле для системы двух тел (экранов). Источником поля является тонкое заряженное 

кольцо, расположенное на плоскости, перпендикулярной оси цилиндрического экрана. С ис-

пользованием соответствующих теорем сложения для гармонических функций решение по-

ставленной задачи сведено к решению бесконечной системы линейных алгебраических уравне-

ний второго рода относительно коэффициентов, входящих в представление вторичного поля. 

Численно исследовано влияние некоторых параметров задачи на значение вторичного потенци-

ала электростатического поля внутри заземленного цилиндрического экрана в присутствии то-

роидального включения. Результаты вычислений даны в виде графиков. Представленные мето-

дика и программное обеспечение могут найти практическое применение при разработке 

и конструировании экранов в различных областях техники. 
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