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Аннотация 

Цели. Построение конечно-разностного вычислительного алгоритма решения смешанной краевой зада-

чи для уравнения Пуассона, заданной в нерегулярных двумерных областях. 

Методы. Для решения задачи используются обобщенные криволинейные координаты. Физическая об-

ласть отображается в расчетную (единичный квадрат) в пространстве обобщенных координат. Исходная 

задача записывается в обобщенных криволинейных координатах и аппроксимируется на равномерной 

сетке в расчетной области. Полученные результаты отображаются на неравномерную разностную сетку, 

сгенерированную в физической области. 

Результаты. Построены аппроксимации второго порядка смешанных краевых условий Неймана – Ди-

рихле для уравнения Пуассона в пространстве обобщенных криволинейных координат. Для повышения 

порядка аппроксимаций условия Неймана используется аппроксимация уравнения Пуассона на границе 

области. 

Заключение. Для решения смешанной краевой задачи для уравнения Пуассона в нерегулярных дву-

мерных областях построен вычислительный алгоритм второго порядка точности с использованием 

обобщенных криволинейных координат. Приведены результаты численных экспериментов, подтвер-

ждающие второй порядок точности вычислительного алгоритма. 

Ключевые слова: эллиптический оператор, смешанные производные, обобщенные криволинейные ко-

ординаты, краевая задача Неймана – Дирихле, конечно-разностные методы, разностные схемы  
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Abstract 

Object ives . A finite-difference computational algorithm is proposed for solving a mixed boundary-value  

problem for the Poisson equation given in two-dimensional irregular domains. 

Methods. To solve the problem, generalized curvilinear coordinates are used. The physical domain is mapped 

to the computational domain (unit square) in the space of generalized coordinates. The original problem is  

written in curvilinear coordinates and approximated on a uniform grid in the computational domain.  

The obtained results are mapped on  non-uniform boundary-fitted difference grid in the physical domain. 

Result s . The second order approximations of mixed Neumann-Dirichlet boundary conditions for the Poisson 

equation in the space of generalized curvilinear coordinate are constructed. To increase the order of Neumann 

condition approximations, an approximation of the Poisson equation on the boundary of the domain is used. 

Conclusions . To solve a mixed boundary value problem for the Poisson equation in two-dimensional irregular 

domains, the computational algorithm of second-order accuracy is constructed. The generalized curvilinear  

coordinates are used. The results of numerical experiments, which confirm the second order accuracy of the  

computational algorithm, are presented. 
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Введение. Одним из подходов к приближенному решению уравнений в частных производ-

ных в областях сложной формы является введение обобщенных криволинейных координат, 

отображающих исходную область в физическом пространстве в параметрический квадрат 

в расчетном пространстве криволинейных координат [1]. Исходные уравнения преобразуются 

в новые независимые переменные и решаются в расчетном пространстве на прямоугольной 

разностной сетке, что позволяет использовать классические методы теории разностных схем. 

Построение невырожденного преобразования исходной области в параметрический квадрат 

в дискретном случае заключается в генерации в исходной области подходящей регулярной (че-

тырехугольной) разностной сетки. Одна из проблем такого подхода – усложнение исходных 

уравнений в связи с появлением смешанных производных. Для решения этой проблемы необ-

ходимо разработать и использовать монотонные консервативные разностные схемы.  

Консервативные разностные схемы для уравнений со смешанными производными были 

предложены А. А. Самарским и В. Б. Андреевым [2, 3]. В более поздних работах А. А. Самар-

ского, П. П. Матуса, Г. И. Шишкина [3–5] для эллиптических и параболических уравнений со 

смешанными производными были разработаны монотонные разностные методы на основе двух 

консервативных схем [2]. Построенные вычислительные алгоритмы удовлетворяют одновре-

менно свойствам монотонности и консервативности, только если коэффициенты при смешан-

ных производных либо положительные, либо отрицательные.  

В работе [6] для эллиптических и параболических уравнений со знакопеременными коэффи-

циентами при смешанных производных построены разностные схемы второго порядка аппрок-

симации, удовлетворяющие одновременно свойствам монотонности и консервативности. Свой-
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ство монотонности гарантирует хорошую обусловленность системы линейных алгебраических 

уравнений, так как элементы матрицы удовлетворяют свойству диагонального преобладания, 

а свойство консервативности гарантирует выполнение законов сохранения при преобразовании 

координат. 

При задании краевых условий Неймана важно сохранить второй порядок аппроксимации по 

пространственным переменным. Для повышения порядка аппроксимации условий Неймана ис-

пользуются два подхода. Первый подход заключается в построении разностных сеток с фик-

тивными узлами и аппроксимации краевых условий с выходом за границу области [7, 8], вто-

рой подход – в использовании аппроксимации исходного уравнения на границе области. 

В настоящей работе для решения в сложных двумерных областях краевой задачи Неймана – 

Дирихле для уравнения Пуассона используется переход к обобщенной криволинейной системе 

координат. Повышение порядка аппроксимации краевых условий Неймана до второго произво-

дится с привлечением аппроксимации уравнения Пуассона на границе области. 

Постановка задачи. Рассмотрим уравнение Пуассона в нерегулярной двумерной обла-

сти xy с граничными условиями первого и второго рода: 

    
2 2

2 2
, , , ,xy

u u
f x y x y

x y

 
  

 
 (1) 

    
1

0 1, , , ,xyu x y u x y

    (2) 

  
2

2 1, , ,xy

u
x y




    

n
 (3) 

где xy  – граница области xy , n – внешняя нормаль к границе. Краевые условия (2), (3) мо-

гут соответствовать, например, заданному распределению температуры на участке 
1  грани-

цы xy  и заданному тепловому потоку на участке 
2 .  

Численное решение задач в областях сложной формы удобно искать в криволинейной си-

стеме координат, координатные линии которых совпадают с границами области [1]. Введем 

в рассмотрение некоторое расчетное пространство  , в котором определена криволинейная 

система координат  ,  . Предположим, что существует невырожденное взаимно однозначное 

преобразование  ,x y   ,  , ,x y  
 

отображающее физическую область произвольной 

формы xy  в прямоугольник   , : 0 , 1         в плоскости обобщенных криволиней-

ных координат  ,  . 

Краевую задачу (1)–(3) запишем в виде 

    1

11 12 21 22 , , , ,
u u u u

B B B B J f



        
           

        
 (4) 

      0 1,, , , , ,u u          (5) 

    1/2

11 12 22 2,, , , , 0,1,
u u

B B g 

 
         

 
 (6) 

    1/2

21 22 11 2,, , , , 0,1,
u u

B B g 

 
        

 
 (7) 
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где 

22 12 11
11 12 21 221 1 1

, , ,
g g g

B B B B
J J J  

    

 

2 2 2 2

11 12 22, , ,
x y x x y y x y

g g g
              

            
              

 

1 .
x y y x

J     
 
   

 

 

Аппроксимация краевых условий. В расчетной прямоугольной области   введем рав-

номерную по обоим направлениям разностную сетку 
h h h   : 

  1 2, , , 0, , 1, , 0, , 1h i j i N j Mih i N jh j M              , 

где 
h  – множество внутренних узлов, 

h  – множество граничных узлов. На разностной сет-

ке 
h  аппроксимируем выражение (4) следующей разностной схемой [6]: 

 
2

1

, 1

,u J f



 

   (8) 

    11 11 22 22, ,u u u u 
       (9) 

         12 12 12 12 12

1
,

2
u u u u u   

      
          (10) 

         21 21 21 21 21

1
,

2
u u u u u   

    
          (11) 

где  0,5     . 

В граничных узлах   1,i j    с заданными условиями первого рода краевые условия ап-

проксимируются точно:  0 ,ij i ju u   . 

Рассмотрим аппроксимацию краевых условий второго рода. Так, для 0  из равенства (7) 

получим 

 
   1/2

21 22 11 2,,0 , , , 0.
u u

B B g 

 
        

   

(12) 

Аппроксимируем (12) следующим образом: 

 
 0

2
2 22

21 22 21 22 22 1 22
,0

,0

.
2i

i

hu u u
u u B B B O h h


     
                   

(13) 

Рассмотрим способ повышения порядка аппроксимации граничного условия (12), используя 

для этого уравнение (4) на границе. Запишем уравнение (4) в виде 

   
2 2

121 22
11 12 21 22 2

, , , .
B Bu u u u u u

B B B B J f



         
           

              

(14) 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  

MATHEMATICAL MODELING                                                                                                                                      115 

 

 

Выразим значение 
2

22 2

u
B



  

из (14) и подставим его в выражение (13). В результате получим 

равенство 

 0

2

2 21 22
21 22 11 12 21

,0
,0

2i
i

h B Bu u u u u
u u B B B f


          
            

           
  

  2 2

21 22 1 2

,0

.
i

u u
B B O h h

  
    

  
 (15) 

Аппроксимируем дифференциальные слагаемые в левой части равенства (15): 

     2

11 11, 1 2,1 1
,0

,0

,i
i

i

u
B u O h  

  
   

  
  

       12 12 12 1 2
,0

,0

,
i

i

u
B u u O h h 

  

  
      

  
  

  0

221
21, 1 2

,0,0

,
ii

B u
u O h h


    
     

    
  

    
2

21 21, ,1 2 21, ,1 2 1 2
,0

,0

,i i
i

i

u
B u u O h h 

 

 
     

 
  

    22
22, 2,0

,0
i

i

B u
u O h 

  
   

  
  

и запишем (14) в виде 

 021 22

,0i

u u


 
   
 

  

      0

2
11, 1 2,1 12 12 21, 21, ,1 2 21, ,1 2 22,

,02
i i i

i

h
u u u u u u u f   

         

 
            

 
 

 2 2

21 22 1 2

,0

.
i

u u
B B O h h

  
    

  
                                                 

(16) 

 

Сгруппируем слагаемые в уравнении (16): 

 2
22 22, 22, ,1 2 , ,0

,0

,
2

i i

i

h
u u  

  
      
  

  

  0

2 2
21 21, 21 21

,0, ,02 2 ii

h h
u u u 

  


 
       
 

  

  
 

, ,1 , ,0 , ,1 , ,0,0

21 21 21, ,1 2 21, ,1 2,1 2 2 2 2

i i i ii

i ii

u u u uu u       
 

        

     21, ,1 2 , ,1 21, ,1 2 , ,0, ,0 , ,1

1
,

2
i i i ii i

u u u u 

  
       
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где 

   22, ,1 2 22, ,0 22, ,1 21, ,1 2 21, ,0 21, ,10,5 , 0,5 .i i i i i i         

В результате получим аппроксимацию второго порядка для граничного условия (12): 

     21, ,1 2 , ,1 21, ,1 2 , ,0 22, ,1 2 , ,0, ,0 , ,1

1

2
i i i i i ii i

u u u u u 

   
        

        1 22 2
11, 1 2,0 12 12 11

,0 ,0

.
2 2

i
i i

h h
u u u g f 

    

 
         

 
  

Аналогичным образом строятся аппроксимации краевых условий Неймана для других 

участков границы криволинейного четырехугольника. 

Так, краевое условие 

 
   1/2

21 22 11 2,,1 , , , 1,
u u

B B g 

 
       

   

 

аппроксимируем с помощью выражения 

     21, , 1 2 , , 21, , 1 2 , , 1 22, , 1 2 , ,, , 1 , ,

1

2
i M i M i M i M i N i Mi M i M

u u u u u 

        
        

        1 22 2
11, 1 2, 12 12 11

, ,

,
2 2

i M
i M i M

h h
u u u g f 

    

 
         

 
  

а краевые условия 

    1/2

11 12 22 2,0, , , , 0,
u u

B B g 

 
         

 
  

и 

    1/2

11 12 22 2,1, , , , 1 –,
u u

B B g 

 
        

 
  

с помощью разностных соотношений 

     12,1 2, ,1, ,0, 12,1 2, ,0, ,1, 11,1 2, ,0,

1

2
j j j j j j j ju u u u u 

            

        1 21 1
22,0, 1 2 21 21 22

0,
0,2 2

j
j

j

h h
u u u g f 

     

 
         

 
  

и 

     12, 1 2, , , , 1, 12, 1 2, , , , 1, 11, 1 2, , ,

1

2
N j N j N j N j N j N j N j N j

u u u u u 

         
        

        1 21 1
22, , 1 2 21 21 22

, ,2 2
N j

N j N j

h h
u u u g f 

     

 
         

   

соответственно. 

Численный эксперимент. Проверка алгоритма проводилась на точном решении 

 
1 2

2 2
, sin cos

x y
u x y

L L

    
    

   
 в областях 1, 2,,xy xy  , где 1 2,L L – размеры области по х и y соот-
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ветственно. На рис. 1 изображены разностные сетки 32 32,  построенные в областях 

1, 2,,xy xy   и в расчетной области  . Матрица системы линейных алгебраических уравнений 

имеет специальную структуру и является девятидиагональной. Для решения системы уравне-

ний использован модифицированный сильно неявный метод MSIM [9]. В качестве начального 

приближения решение во всех узлах задавалось нулевым. Критерием окончания итерационного 

процесса являлось выполнение условия 

1
6

1 2 1 2, 0, , 0, , 10 .
m m m

ij ij iju u u i N j M


          

 

На рис. 2 показаны примеры численного решения смешанной краевой задачи для уравнения 

Пуассона. 

 

 
Рис. 1. Физические области 

1, 2,,xy xy   и расчетная область 
  

Fig. 1. Physical domains 
1, 2,,xy xy   and computational domain 

  

  
 

Рис. 2. Численное решение на сетке 32×32 

Fig. 2. Numerical solution on grid 32×32 

 

Абсолютные погрешности  max ,N

ij ij ijz u u x y   разностного решения на последователь-

ности разностных сеток N N  для различных способов задания смешанных краевых условий 

на границах областей приведены в таблице. В фигурных скобках даны количества итераций 

метода MSIM для достижения заданной точности. Результаты численных экспериментов под-

тверждают второй порядок точности алгоритма. Уменьшение шагов сетки приводит к увеличе-

нию числа итераций. Анализ эффективности итерационной реализации разностных схем (в том 
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числе и используемой разностной схемы (8)–(11)), аппроксимирующих уравнение эллиптиче-

ского типа со смешанными производными второго порядка в методе фиктивных областей, про-

веден в работе [10]. 
 
Погрешности для задач Дирихле (I) и Неймана (II) с различными способами задания граничных условий 

Errors for the Dirichlet (I) and Neumann (II) problems with different setting boundary conditions 
 

Краевое условие 

Boundary condition 
1,xy  2,xy  

N N  16 16  32 32  64 64  16 16  32 32  64 64  

I на ABCD 
0,01032 

{18} 

0,00244 

{54} 

0,00058 

{180} 

0,06310 

{15} 

0,01414 

{44} 

0,00341 

{141} 

II на AB ( 0)  
0,02234 

{26} 

0,00523 

{80} 

0,00130 

{263} 

0,05475 

{21} 

0,01253 

{68} 

0,00303 

{226} 

II на DC ( 1)  
0,01250 

{33} 

0,00288 

{108} 

0,00074 

{361} 

0,06310 

{15} 

0,01414 

{45} 

0,00341 

{142} 

II на AD ( 0)   
0,01042 

{21} 

0,00245 

{65} 

0,00066 

{217} 

0,06549 

{27} 

0,01484 

{93} 

0,00359 

{320} 

II на BC ( 1)   
0,02303 

{25} 

0,00538 

{81} 

0,00130 

{280} 

0,07113 

{32} 

0,01550 

{99} 

0,00366 

{297} 

II кроме A, B, C, D  
0,04624 

{129} 

0,01136 

{527} 

0,00293 

{2019} 

0,06581 

{143} 

0,01506 

{606} 

0,00391 

{2266} 

 

На рис. 3 показаны отклонения приближенного решения от точного первой краевой задачи 

и смешанной краевой задачи в области 2,xy  на сетке 64×64. 

         
 

а)                                                                                                           b) 

Рис. 3. Отклонения приближенного решения от точного в области 2, :xy   

а) первой краевой задачи; b) смешанной краевой задачи 

Fig. 3. Deviations of the approximate solution from the exact one in the domain 2, :xy   

а) first boundary value problem; b) mixed boundary problem 

 

Построенные в статье аппроксимации краевых условий допускают одновременное задание 

условий обоих типов на сторонах криволинейного четырехугольника. Так, в случае смешанной 

краевой задачи (рис. 3, b) условия Неймана задавались на участке 3,5 5,5, 0x y    сторо- 

ны AB криволинейного четырехугольника ABCD. На остальной части границы области 2,xy  

задавались краевые условия Дирихле. 

Заключение. В работе реализованы разностные схемы для решения смешанной задачи 

Неймана – Дирихле для уравнения Пуассона в сложных двумерных областях на неортогональных 

разностных сетках с фиксированными узлами, аппроксимирующие дифференциальную задачу 

второго порядка. Построены аппроксимации граничного условия Неймана второго порядка.  

При построении вычислительного алгоритма использовался переход к обобщенной криво-

линейной системе координат. На дискретном уровне переход к криволинейной системе коор-

динат требует генерации в исходной нерегулярной области подходящей четырехугольной раз-

ностной сетки. 
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Для решения полученных систем девятиточечных разностных уравнений реализован вычис- 

лительный алгоритм модифицированного сильно неявного метода MSIM. Проведены числен- 

ные эксперименты по сравнению аппроксимаций различных краевых задач Дирихле и Неймана 

для уравнения Пуассона в нерегулярных двумерных областях. Результаты экспериментов под-

тверждают второй порядок точности предложенного вычислительного алгоритма. 
 

Вклад авторов. М. М. Чуйко построил аппроксимации второго порядка краевых условий 

Неймана в нерегулярной двумерной области с использованием обобщенных криволинейных 

координат. О. М. Королёва программно реализовала вычислительный алгоритм решения задачи 

Пуассона в криволинейных координатах, провела серию численных экспериментов, подтвер- 

дивших второй порядок точности вычислительного алгоритма. 
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